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1 Aussagenlogik

1.1 Wiederholung - Theorie: Aussagenlogik
1.1.1 Aussagen

Eine Aussage ist die gedankliche Widerspiegelung eines Sachverhalts in Form eines Satzes
einer natiirlichen oder kiinstlichen Sprache. Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch:
Prinzip der Zweiwertigkeit. Man nennt ,wahr“ bzw. ,falsch® den Wahrheitswert der
Aussage und bezeichnet ihn mit w (oder 1) bzw. f (oder 0). Die Wahrheitswerte werden
auch als aussagenlosgische Konstanten bezeichnet.

1.1.2 Aussagenverbindungen

Die Aussagenlogik untersucht den Wahrheitswert von Aussagenverbindungen in Abhéngig-
keit von den Wahrheitswerten der einzelnen Aussagen. Dabei werden ausschliellich extensionale
Aussagenverbindungen betrachtet, d.h., der Wahrheitswert der Aussagenverbindung héngt
nur von den Wahrheitswerten der Teilaussagen und den verbindenden Junktoren ab. Dabei
wird der Wahrheitswert der Verbindung durch die klassischen Junktoren

,hicht A“  (24),
,2Aund B“ (AN B),
,Aoder B (AV B),
,2wenn A, dann B* (A= B),
»A genau dann, wenn B¢ (A < B)

bestimmt. Dabei ist das ,,logische oder” immer als , einschliefendes oder* zu verstehen. Im
Falle der Implikation sind fiir A = B auch die folgenden Sprechweisen {iblich:

e A impliziert B,
e B ist notwendig fiir A  sowie

e A ist hinreichend fiir B.

1.1.3 Wahrheitstafeln

Fasst man A und B als Variable auf, die nur die Werte f und w annehmen koénnen
(Aussagenvariable), so beschreiben die folgenden Wahrheitstafeln die den Junktoren ent-
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sprechenden Wahrheitsfunktionen:

Negation Konjunktion Disjunktion Implikation Aquivalenz
A|B|AANB A|B|AvVvB A|B|A=B A|B||A&B
Al-A fIf] f e f fr w Flr w
flw flw| f flw| w flw| w flw f
wll f wl f f wl f w w| f f w| f f
w | w w w | w w w | w w w | w w

1.1.4 Ausdriicke der Aussagenlogik

Mit diesen einstelligen (Negation) und zweistelligen (Konjunktion, Disjunktion, Implikation
und Aquivalenz) Verkniipfungen kénnen aus gegebenen Aussagenvariablen kompliziertere
Ausdriicke der Aussagenlogik aufgebaut werden. Diese Ausdriicke werden induktiv definiert:

(a) Konstanten und Variable sind Ausdriicke.

(b) Sind A und B Ausdriicke, so sind es auch (—A), (AAB), (AV B), (A= B) und
(A< B).

Zur Vereinfachung der Schreibweise solcher Ausdriicke werden Auflenklammern weggelassen
und Vorrangregeln (Prioritéiten) festgelegt: In der folgenden Reihenfolge bindet jeder Junktor
stiarker als der folgende:

- AV, =, e

Hiufig wird anstelle von ,, 7A“ auch A geschrieben und der Junktor A ganz weggelassen.
Durch diese Einsparungen kann man zum Beispiel den Ausdruck

(AV (=B))= ((AANB) V() kiirzer so notieren: AV B= ABVC.

1.1.5 Wahrheitsfunktionen

Ordnet man jeder Aussagenvariablen eines Ausdrucks einen Wahrheitswert zu, so spricht
man von einer Belegung der Variablen. Mit Hilfe der Wahrheitstafeln fiir die Junktoren
kann man einem Ausdruck fiir jede Belegung einen Wahrheitswert zuordnen. Der untenste-
hende Ausduck reprisentiert somit eine dreistellige (drei Eingangsvariablen A, B und C')
Wahrheitsfunktion.

A|B|C|AvB|ABVC|AVB= ABVC
LA r] w f f
flflw w w W
flw|f f f w
flw|w f w w
w| fIf] w f f
wl| flw w w w
wlw| f w w w
wlw | w w w w

Jeder aussagenlogische Ausdruck représentiert auf diese Weise ein n -stellige Wahrheitsfunk-
tion, d.h., eine Funktion, die jedem n-Tupel von Wahrheitswerten wieder einen Wahrheits-
wert zuordnet. Es gibt 22" n-stellige Wahrheitsfunktionen, insbesondere 16 zweistellige.
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1.1.6 Grundgesetze der Aussagenlogik

Zwei aussagenlogische Ausdriicke A und B heiflen logisch dquivalent oder wertverlaufsgleich,
in Zeichen: A = B, wenn sie die gleiche Wahrheitsfunktion reprisentieren. Folglich kann
man mit Hilfe von Wahrheitstafeln die logische Aquivalenz aussagenlogischer Ausdriicke
iiberpriifen. So gilt zum Beispiel

AVB= ABVC =BVC,

d.h., der Ausdruck AV B = ABV C hingt von A explizit nicht ab, was man schon an der
obigen Wahrheitstafel erkennt.

Insbesondere gelten folgende Grundgesetze der Aussagenlogik:

(a) Assoziativgesetze

(b) Kommutativgesetze

AAB = BAA,
AVB = BVA

(c) Distributivgesetze

(AVB)AC = (ANC)V(BAC),
ANBVC) = (ANB)V(ANQC).

(d) Absorptionsgesetze

(e) Idempotenzgesetze

ANA = A,
AVA = A.
(f) ausgeschlossener Dritter
ANA = f,
AV A w
(g) DE MORGANsche Regeln
ANB AV B,
AVB = AAB.
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(h) Gesetze fiir W,F

ANw = A,
AV = A
AN =T,
AVw = w,
w =
f=w
(i) Doppelte Negation
A=A
(j) Weitere Umformungen
AN(AVB) = AAB
AV(AANB) = AVB,
(AVCYAN(BVC)A(AVB) = (AVC)A(BVO),
(ANC)V(BAC)V(AAB) = (AANC)V(BACQ).

Aus den Wahrheitstafeln fiir die Implikation und die Aquivalenz kann man erkennen, dass
die Implikationen und die Aquivalenz mit Hilfe der anderen Junktoren durch die Gleichungen

A= B=AVB und A< B=(AANB)V(AAB)

ausgedriickt werden konnen. Diese Gesetze werden zur Umformung (Vereinfachung) aussa-
genlogischer Ausdriicke verwendet werden.

Die Gleichung AV B = (AA B)V C = BV C kann wie folgt bewiesen werden:

AVB= (AAB)VC = AVBV(AAB)VC
DE MORGANsche Regeln  —

(AAB)V(AAB)VC
Doppelte Negation 2 5y (an By v C
Distributiveesetz 7\, 1y B)v e
ausgeschlosszener Dritter (wAB)VC
Gesetze:fiir W.F BvC.

1.1.7 Tautologien, mathematische Schlussweisen

Ein aussagenlogischer Ausdruck heifit allgemeingiiltig oder Tautologie, wenn er die Wahr-
heitsfunktion identisch w reprasentiert. Folglich sind zwei Ausdriicke A und B genau
dann logisch dquivalent, wenn der Ausdruck A < B eine Tautologie ist. Mathematische
Schlussweisen folgen aussagenlogischen Gesetzen. Als Beispiel sei das Kontrapositionsgesetz
genannt, d.h. der allgemeingiiltige Ausdruck

(A= B) & (B = A).
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Diese Gesetz, das auch in der Form
(A= B) = (B = A)

notiert werden kann, lasst sich wie folgt interpretieren: Um zu zeigen, das B aus A folgt,
kann man auch zeigen, dass A aus B folgt. Der indirekte Beweis beruht auf folgendem
Prinzip: Um B aus A zu folgern, nimmt man B als falsch an und leitet daraus — unter der
Voraussetzung, dass A richtig ist — einen Widerspruch her. Formal lésst sich dieses Prinzip
auf verschiedene Weise durch aussagenlogische Gesetze beschreiben:

A=B = (AANB)=A  oder
A=B = (AANB)=B oder
A=B = (AAB)=F.

1.2 Wiederholung - Theorie: Quantoren und Negation

1.2.1 Quantoren

Wenn eine Aussage A(zx) eine Variable z enthélt, dann kann man diese quantifizieren mit
dem Allquantor: fiir alle = gilt A(z), symbolisch

Vo : A(x),

oder mit dem Existenzquantor: es gibt ein z, so dass A(z) gilt, symbolisch
dr: A(z).

Eine Verschirfung ist: es gibt genau ein x, so dass A(x) gilt, symbolisch

Az A(x).

Bei der Negation einer quantifizierten Aussage werden Allquantor und Existenzquantor ver-
tauscht:

—(Vr: Ax)) & Jo: —A(z),

d.h. die Aussage ,, A(x) trifft fiir alle  zu “ist genau dann falsch, wenn es wenigstens ein
x gibt, fiir welches die Aussage ,Nicht A(x) “richtig ist.

Vorsicht!: Wenn mehrere Quantoren auftreten kommt es auf deren Reihenfolge an. Verglei-
che z.B. die Aussage

,Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine gréflere natiirliche Zahl m «,

symbolisch:

VneN dneN:m>n,

mit der Aussage
,Es gibt eine natiirliche Zahl m , welche grofler als alle natiirlichen Zahlen n ist*,

symbolisch
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JneN VneN:m>n.

1.2.2 Abbildung

Seien X,Y beliebige Rdume. Wenn f eine Abbildung ist, die von X nach Y abbildet,
dann schreiben wir symbolisch
f: X =Y.

Wenn man schreiben will, was die Abbildung mit einem Element x € X macht, dann
schreiben wir dies so

xz— f(x).

Betrachten wir zum Beispiel die Betragsfunktion. Dies ist eine Abbildung von den reellen in
die nicht negativen reellen Zahlen. Dabei wird jede Zahl grofler gleich Null auf sich selber
abgebildet und jede negative Zahl auf ihr Negatives. Oder symbolisch

x, fallsx >0

‘| R=>R,, zm|z|]=
—x, falls x <0
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1.3 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 1.1.
Ubersetzen Sie die folgenden Ausdriicke soweit wie moglich in mathematische Ausdriicke:
a) Es existieren natiirliche Zahlen die durch zwei teilbar sind.

(a)
(b) Es existiert genau eine kleinste natiirliche Zahl.
(c) Es existiert keine grofite natiirliche Zahl.

)

(d) Eine Primzahl liegt genau dann vor, wenn sie sich nur durch sich selber (und eins) und
sonst durch keine andere natiirliche Zahl teilen lasst.

(e) Alle natiirlichen Zahlen sind durch drei teilbar.

Lésung zu Aufgabe 1.1.

a) dneN dJmeN:n=2m

(
(b) IneN VmeN\{n}:n<m

)
)

(c) fneN YmeN:n>m

(d) pist Primzahl < #n,m e N/{l,p} :n-m=p
)

() VneN dJmeN:n=3m

Aufgabe 1.2.
Bilden Sie die Negation der Aussagen aus Aufgabe 1!

Losung zu Aufgabe 1.2.

a) 7(IneN dJmeN:n=2m)s (VneN VmeN:n#2m)

-(IneN VmeN:n>m)< (IneN ¥YmeN:n>m)

(c

(a) = (

(b) =(AmeN VmeN\{n}:n<m)<s (vneN ImeN\{n}:n>m)
)

(d)

—(p ist Primzahl < fn,m € N/{1,p} : n-m = p) & (p ist keine Primzahl <
dn,m € N/{1,p} n-m = p)

(e) 7(¥neN ImeN:n=3m)< (IneN VmeN:n#3m)

Aufgabe 1.3.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn p und ¢ wahr sind?

10
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Losung zu Aufgabe 1.3.
Die Aussagen (d), (e), (f) sind wahr.

Aufgabe 1.4.
Welche der folgenden Implikationen sind fiir beliebige reelle Zahlen a, b, c,d stets wahr?

a

( a>0b)= (a® > b?)
(b

a>b>c>0)= (a®> > ab>b* > bc > ?)

(d

) (
) (
(¢) ((a—0b)*+2ab> a*+b*) = (a® > 12ab)
) (a>b)A(c<d)=(a—c>b—d)

) (

(e) (ab>cd)=(§5>7%) (bd#0)

Losung zu Aufgabe 1.4.
(a) ist falsch, man nehme z.B. a = 0,b = —1 dann folgt a > b= a® > V.
(b) ist wahr. Sei a = b+x und b = c+y mit x,y > 0. Dann gilt, dass a* = a-a = a-(b+x) =

a,z>0 b,x>0 b,y>0

ab+axr > abund ab= (b+x)(b) = b*+bxr > b* und b? = b-b = b-(c+y) = be+by > be,
sowie bc = (c+y)-c=c —I—ycy’c>>002.
(c) ist wahr, weil (a — b)* — 2ab = a® + b* > a® + b* eine falsche Aussage ist.

z,y>0
(d) ist wahr. Sei a =b+2 und d=c+y mit z,y > 0. Dann gilt a —c=b+2 —c £
b—y—c=bb-d.
(e) 1st falsch. Sel a=b=c=—d=1, dann gilt zwar ab =1 > —1 = cd aber es folgt
s=-1<1=
Aufgabe 1.5.

Man gebe die Wahrheitstafeln folgender Aussagenverbindungen an:
(a) pA(gVr)

b)) (p=q)=r

11
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(c) p=q) =q

(d) (pva)A((rVva)

Losung zu Aufgabe 1.5.

pla|r |[pAVr) | =g =r|(=9=q]| (Ve A(rVy)
W wW|WwW| W w w f
wlwl|f |w f W f
willf |w|w W w f
wifl | | W W W
f |wlw|f w w f
f |wilf |f f W f
f|f |w|f W f f
f|f|f |f f f f

Aufgabe 1.6.

Z(z,y) sei eine Aussageform. Bilden sie die Negation von:

(a) VaVy: Z(z,y)

(b) Vady: Z(x,y)

(¢) JaVy: Z(x,y)

() 33y : Z(z,y)

Losung zu Aufgabe 1.6.
(a) Jx3y:—Z(x,y)
JaVy 1 ~Z(x,y)

Aufgabe 1.7.

Es seien x und y Variablen fiir reelle Zahlen. Bestimmen sie die Wahrheitswerte von:
(a) VaVy:y = 2*

(b) Vrdy:y=x?

(c) FaVy :y = 2>

(d) FzTy :y = 2?

(e) Vydo:y=a?

(f) IyVz:y =22

12
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Losung zu Aufgabe 1.7.

(a) ist falsch. Fiir z =1 und y = 2 gilt dies offensichtlich nicht.

(b) ist richtig. Das Quadrat einer reellen Zahl ist wieder reell.

() ist falsch. Fiir y =1 und y = 4 miisste es demnach ein gleiches z geben, sodass y = z*
gilt.

(d) ist richtig. Z.B. z =y =1.

(e) ist falsch. Fiir y = —1 flz € R:2% = —1

(f) ist falsch. Fiir = 1 und z = 2 miisste es demnach ein gleiches y geben, sodass y = z*
gilt.

13
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1.4 Aufgabenserie und zugehorige Losungen

Aufgabe 1.1.
Ubersetzen Sie die folgenden Ausdriicke soweit wie moglich und sinnvoll in mathematische
Aussagen!

(a) Alle natiirlichen Zahlen haben einen Nachfolger in den natiirlichen Zahlen. (Die Menge
der natiirlichen Zahlen ist also induktiv)

(b) Jede natiirliche Zahl ist entweder durch zwei teilbar oder die natiirliche Zahl plus eins
ist durch zwei teilbar. (die natiirlichen Zahlen besitzen also eine Bindrdarstellung)

(¢) Jede reelle Zahl, ohne die Null, ist entweder grofler als Null oder ihr Negatives ist groBer
als Null. (Anordnungsaxiom)

(d) Fiir zwei beliebige reelle Zahlen gilt, dass man die Reihenfolge der Addition vertauschen
kann und trotzdem das gleiche Ergebnis herauskommt. (Kommutativgesetz)

(e) Die Abbildung f ist eine Abbildung von den reellen in die ganzen Zahlen, die jeder
reellen Zahl ihrer abgerundete ganzen Zahl zuordnet. (Gaufische Klammerfunktion)

Losung zu Aufgabe 1.1.

(a) VneN dmeN:n+1=m
(b) VneN dJmeN:n=2m V n+1=2m (anstatt V kann man auch V verwenden)

d

)
)
(¢) Ve eR/{0}:2>0 VvV z<0 (anstatt V kann man auch V verwenden)
(d) Ve,yeR:z4+y=y+=x

)

e |'|:R—=Z, x|z

Aufgabe 1.2.
Bilden Sie die Negation der in der vorherigen Aufgabe hergeleiteten Ausdriicke!

Losung zu Aufgabe 1.2.

(a) 2("neN ImeN:n+1l=m)< (FneN VYmeN:n+1#m)

(b) =(Vn €N Im e N:n=2m V n+1=2m) < (n € N Vm € N:n #
2m A n+1#2m)

(c) “(Vz eR/{0}:2>0 V 2<0)& BzeR/{0}:240 A x£0)
(d) ~(Vz,yeR:z4+y=y+z)& Br,yeR:x+y#y+x)
(e) ~(['] : R=2Z, zw—|z])e([|:R»Z, z-»|z])

14
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Aufgabe 1.3.
Geben Sie die Wahrheitstafeln der folgenden Ausdriicke an!
(a) pA((gAs)=Dp)
(b) (a=(gAp)) < (sAp)
(©) (sVp)=(sVa)
(d) (pVs)= (pAq)

Losung zu Aufgabe 1.3.
Esgilt pA(gAr=p)=p und (pVs)= (pAq) ist immer wahr und weiterhin:

((gns)=p) | (@=(gAp) & (sAp) | (sVp) = (sVq) | (pVs) = (pAq)

g~
>

—~

™t d g T E T gD

£ 22 2 2 2 2 2|15

S
w
f
w
f
w
f
w
f

£ 25 = ™= €4

Aufgabe 1.4.
Bilden Sie die Negation der folgenden Ausdriicke!

(a) (i) Vady:-A(z,y)
(ii) Ve>0 3IN(e)eN:n>N=la, —a|<e
(b) Seien n,m € Z. Priifen Sie welche der folgenden Ausdriicke wahr oder falsch sind und
begriinden Sie ihre Entscheidung!
(i) VnVm:n=m
VYndm :n =2m
InvVm:n+m=20
Yndm:n=m+1

dndm:n-m=n+m

Losung zu Aufgabe 1.4.

(a) (1) ~(Vzdy: -A(z,y)) & JaVy : Az, y)
(ii)) de >0VN(e) e N: ((n > N) = (la, —a| > €))

(genauer genommen gilt dies fiir die Grenzwertaussage, also das was uns eigentlich
interessiert), bildet man rein aussagentechnisch die Losung, also ohne Beriicksich-
tigung des Inhalts, so muss es folgendermaflien heiflen:

Jde>0VN(e) e N: ((n > N)A(la, —a|] >¢))

15



1 Aussagenlogik

(b) (i) Falsch, eine beliebige ganze Zahl entspricht nicht allen anderen ganzen Zahlen,
betrachte n =2 und m = 3.

(ii) Falsch, z.B. zu n = 3 gibt es keine ganze Zahl m mit 2m =n.

(iii) Falsch, es existiert keine Zahl die man mit einer beliebigen anderen ganzen Zahl
addieren kann und immer das selbe herauskommt. Angenommen eine solche Zahl
wiirde existieren, also n +m = 0, dann gilt fiir den Nachfolger von m, dass
n+ (m+1) =1, was einen Widerspruch zu der Behauptung darstellt.

(iv) Richtig, sieche Aufgabe 1.1.(a) und der Tatsache, dass sich die ganzen Zahlen aus den
natiirlichen Zahlen und den natiirlichen Zahlen mal minus Eins zusammensetzen.

(v) Richtig, man nehme z.B. n=m = 2.

16



2 Mengen

2.1 Wiederholung - Mengenlehre

2.1.1 Mengenbegriff

Als Begriinder der Mengenlehre gilt Georg CANTOR (1845 — 1918 ). Die Bedeutung der von
ihm verwendeten Begriffsbildungen wurde erst spéter erkannt. Die Mengenlehre hat nahezu
alle Gebiete der Mathematik entscheidend vorangebracht bzw. iiberhaupt erst erméglicht und
ist heute zu einem unverzichtbaren Handwerkszeug der Mathematik und deren Anwendungen
geworden.

2.1.2 Elementbeziehung

Der grundlegende Begriff der Mengenlehre ist die Elementbeziehung. Eine Menge A ist ei-
ne Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte a unserer Anschauung oder
unseres Denkens zu einem Ganzen. Diese Objekte heilen Elemente der Menge. Fiir ,, a ist
Element von A“ bzw. ,, a ist nicht Element von A*“ schreibt man ,a € A“ bzw. ,a & A“.
Mengen koénnen beschrieben werden durch Aufzéhlung aller ihrer Elemente in geschweiften
Klammern, z.B. M = {a,b,c} oder U = {1,3,5,...}, oder durch eine definierende Eigen-
schaft, die genau den Elementen der Menge zukommt. Z.B. wird die Menge U der ungeraden
natiirlichen Zahlen durch U = {x | z ist eine ungerade natiirliche Zahl } beschrieben. Fiir
die Zahlenbereiche sind folgende Bezeichnungen iiblich:

= {1,2,3,... Menge der natiirlichen Zahlen,
{ g
{0,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen,

{§ | p,a€EZNg+# O} Menge der rationalen Zahlen,

Menge der rellen Zahlen,
Menge der komplexen Zahlen.

aOx © NZ
I

Es gilt das Extensionalititsprinzip fiir Mengen:
Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, d.h.

A=B & Ve(r e Az € B).

So sind z.B. die Mengen {3,1,7,2} und {1,2,3,7} gleich.

2.1.3 Teilmengen

Es erweist sich als sinnvoll, die leere Menge ), die kein Element enthilt, einzufithren. Wegen
des Extensionalitatsprinzips gibt es nur eine solche Menge. Beispielsweise ist die Menge
{z | xeRA2*+22+2=0} leer.
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2 Mengen

Sind A, B Mengen und gilt Vz(xr € A = x € B), so heift A Teilmenge von B. Dieser
Sachverhalt wird mit A C B bezeichnet. (Damit ist die leere Menge Teilmenge jeder Menge,
d.h. ¢ C M fiir jede Menge M .)

Zwei Mengen sind demnach genau dann gleich, wenn jede Teilmenge der anderen ist:
A=B&< ACBABCA.

Diese Tatsache wird haufig zum Beweis der Gleichheit zweier Mengen benutzt.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M nennt man Potenzmenge von M und bezeich-
net sie mit Z(M), dh. (M) ={A | AC M}. Damit gilt ) € (M) fiir jede Menge
M . Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M heifit Kardinalzahl von M und
wird mit card(M) oder |M| bezeichnet. Auch unendlichen Mengen konnen Kardinalzahlen
zugeordnet werden.

2.1.4 Operationen mit Mengen

2.1.5 VENN— Diagramm

Zur Veranschaulichung von Mengen und Mengenoperationen benutzt man VENN-Diagramme.
Dabei werden Mengen durch ebene Figuren dargestellt.

2.1.6 Vereinigung, Durchschnitt, Komplement

Durch Mengenoperationen werden aus gegebenen Mengen auf verschiedene Weise neue Men-
gen gebildet:

Seien A und B Mengen. Die Vereinigung (Bezeichnung A U B) bzw. der Durchschnitt
(Bezeichnung AN B) ist durch

AUB = {z | x€ AV e B} bzw. ANB = {z | x€ ANz € B}

definiert. Die Mengen A und B heiflen disjunkt, falls ANB = 0.
Betrachtet man nur Teilmengen einer vorgegebenen Grundmenge M , so ist das Komplement
von A beziiglich M durch

Cu(A) = {z | xe M Nz g A}

definiert; ist die Grundmenge M aus dem Zusammenhang klar, wird dafiir auch A geschrie-
ben.

2.1.7 Grundgesetze der Mengenalgebra

Die eingefiihrten Mengenoperationen haben analoge Eigenschaften wie die Junktoren in der
Aussagenlogik. Es gelten folgende Grundgesetze der Mengenalgebra:

(a) Assoziativgesetze

(b) Kommutativgesetze

18



2 Mengen

(c) Distributivgesetze

(AUB)NC = (ANnC)Uu(BnNCOC),
ANn(BUC) = (AuC)n(BUO).

(d) Absorptionsgesetze

(e) Idempotenzgesetze

ANA = A,
AUA A
(f)
ANA = 0,
AUA = M
(g) DE MORGANsche Regeln
ANB AU B,
AUB ANB.

(h) Gesetze fir AC M und M Universalmenge

ANM = A,
AUD = A,
AND = 0,
AUM = M,
M = 0,
g = M.
(i) Doppelte Negation
A = A

Diese Tabelle erhélt man unmittelbar aus den Grundgesetzen der Aussagenlogik, wenn man
folgende Ersetzungen vornimmt: A durch N, V durch U, w durch M und f durch 0.

2.1.8 Weitere Mengenoperationen

(a) Differenz: Aufler den oben eingefiihrten Mengenoperationen werden noch die Differenz
A\ B und die symmetrische Differenz A A B zweier Mengen A und B erklirt:

A\B = {x | v € A\x &€ B} und  AAB = {z | (r€ ANz € B)V(z € BAx & A)}.
Offensichtlich gilt AAB = (A\B)U(B\A4).
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(b) Kartesisches Produkt: Das kartesische Produkt A x B ist durch

AxB = {(a,b) | a€c ANbe B}
definiert. Die Elemente (a,b) von A x B heiflen geordnete Paare und sind durch
(a,b) = (¢,d) < (a=c) A (b=d)

charakterisiert. Entsprechend sind die Elemente des kartesischen Produkts A; x...x A,
n-Tupel, d.h.

Ay x ... x A, = {(ar,...,an) | a; €A, i=1,...,n}.

Das n-fache kartesische Produkt einer Menge A mit sich selbst wird mit A™ bezeich-
net.

2.1.9 Maichtigkeit von Mengen

Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge haben wir als Kardinalzahl bezeichnet.
Dieser Anzahlbegriff soll auf unendliche Mengen iibertragen werden.

2.1.10 Maichtigkeit, Kardinalzahl

Zwei Mengen A, B heiflen gleichméichtig, falls es zwischen ihnen eine bijektive Abbil-
dung gibt. Jeder Menge A wird eine Kardinalzahl |A| oder card(A) zugeordnet, so dass
gleichméchtige Mengen die gleiche Kardinalzahl erhalten. Eine Menge ist zu ihrer Potenz-
menge niemals gleichméchtig, so dass es keine grofite Kardinalzahl gibt.
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2 Mengen

2.2 Ubungsaufgaben und Lésungen

Aufgabe 2.1.
Entscheiden Sie, bei welchen der folgenden Ausdriicke es sich um Mengen handelt und be-
griinden sie ihre Entscheidung, falls dem nicht so ist.

(a) {1,7,9,10}
) {4}

) (r.q,s)

) {0,12,5,17,0,3}
(e) {0.{1,2},a}
(f) {{0}}
) 4,2, w]

Losung zu Aufgabe 2.1.

Bei den Ausdriicken (a), (b), (e), (f) handelt es sich um reguldre Mengen. Bei (¢) handelt
es sich um keine Menge sondern um ein Tripel. Bei (d) kommt die 0 doppelt vor und bei
(9) handelt es sich um eine Aufzéhlung bzw. Liste.

Aufgabe 2.2.
Bestimmen Sie | J,, .y An und (), oy An'!

(a) A, ={reR:z=2a"}
(b) A, ={a€Z:|a—11|=n}
(c) Ap={a€Z:(—a)"=a"}

Losung zu Aufgabe 2.2.

(a) UnenAn =R und N,y 4n = {0,1}
(b) Upen An =2/ {11} und ),y An =10
(¢) Upen4n =27 und ),y A4n = {0}

Aufgabe 2.3.
Untersuchen Sie die Richtigkeit der folgenden Gleichungen fiir drei Mengen A, B und C
(Begriinden Sie ihre Antworten mit einem Beweis oder Gegenbeispiel):

(a) (A\B)NC=(ANnC)\ B;

(b)) AUB=(A\B)U(B\ A)U (AN B);

(¢) AA\B=AN(A\B)

(d) A\ (BUC) = (A\ B)U(A\ C).
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Losung zu Aufgabe 2.3.

(a) zu zeigen: (A\ B)NC = (ANC)\ B. Es gelten die folgenden Implikationen:

re€(A\B)NC = ze€A\BAze(C
= z€ANx¢ BAz el
= z€ANCANz¢B
= z€(ANC)\ B

und

re(ANC)\ B reANCAz ¢ B
reANzeCANx¢B
r€A\BAz el

re(A\B)NnC

¢4l

(b) zu zeigen: AUB = (A\ B)U(B\ A)U(ANB). Es gelten die folgenden Implikationen:
r€AUB = x€A\BVvzeB\AVze ANB
= z€(A\B)U(B\A)U((ANB),
sowie

z€(A\B)U(B\ A)U(ANB) ve(A\B)Vze(B\A)VzeANB

=
= (r€e ANz ¢ B)V(reBANx¢ A)V(r€ ANz € B)
= r€AVzreB

= rz€ AUB

(c) zu zeigen: A\ B= AN (A\ B). Es gelten die folgenden Implikationen:

re€A\B = x€ANz¢B
= rx€ANzx€A\B
= xze€ AN (A\B),

sowie

re€AN(A\B) = z€ANz e A\B
= x€ANx ¢ B
= z€A\B

(d) Gegenbeispiel: A ={1,2}; B={2,3}, C ={1,3}.

Aufgabe 2.4.
Geben sie die folgenden Mengen reeller Zahlen in aufzdhlender Schreibweise an!
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) A={z:2+3=>5}
) B:i={x:2?—3=06}
(c) Ci={z:a®=—8)
) Di={z:(x—3) =36}
)

E:={z:2%— 32>+ 22 =0}

Lésung zu Aufgabe 2.4.

(a) A={2}

(b) B={-3,3}

() C={-2}

(d) D={-3,9}

(e) £E=1{0,1,2}
Aufgabe 2.5.

Sei M = {1,2}, N = {2,3,4} und O := {1,3,5}, entscheiden Sie, ob die folgenden
Aussagen wahr oder falsch sind.

MCN
NcM
N=M
N#M

)

)

)

)

(e) {2,4} C N

(f) 2e M

) 3CN
) {2,3,4,5} Cc N
) MAONNO =)

Losung zu Aufgabe 2.5.

(a) Falsch, weil 1 ¢ N .
(b) Falsch, weil 3,4 ¢ M .

(c) Falsch, folgt unmittelbar aus (a) und (b).
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(d) Richtig, folgt aus (a) und (b).

(e) Richtig.
(f) Richtig

)
)
)
(g) (g) ist falsch weil 3 keine Menge ist.
(h) Falsch, 5¢ N .

)

(i) Richtig, weil kein Element in allen Mengen vorhanden ist.

Aufgabe 2.6.
Bestimmen sie die folgenden Mengen.

(a) A:={1,3,57U{2,4,6,8}

(b) B:={bc,a}U{a, d}

() C:={1,3,51U{2,4,6} U{3,5,7}

(d) D= {a,8,7,6} N {7.5.e}

(e) E:={1,3,5,7,..}n{0,2,4,6,..}

(f) F:=U My mit My :={—k,—(k—1),..,0,1,2,3,..}
(g) G:=mM2 My, mit My :={0,1, =5, 75}

Losung zu Aufgabe 2.6.

(a) A={reN:1<z<8}
(b) B={a,b,c,d}
() C=A\{8}
(d) D={v0}
(e) E=0
f) F=Z
(g) G ={0,1}
Aufgabe 2.7.

Bestimmen Sie die Potenzmengen der folgenden Mengen und geben Sie ihre Méchtigkeit an.
(a) A:=10
(b) B:={1}
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(c) C:={1,2}
(d) D:={1,2,3}
(e) E:={0}

Losung zu Aufgabe 2.7.

(a) Z(A) ={0}, [Z(A)] =1

(b) Z2(B) ={0,{1}}, [Z(B)| =2

(c) 2(C) ={0,{1},{2},{1,2}}, |2(C)| = 4

(d) 2(D) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3} . {1,2,3}}, [Z(D)| =8
(e) Z(E)={0,{0}}, |[Z(E)| =2

Aufgabe 2.8.
Es werde die Universalmenge M = {i|i = 1(1)15} und ihre Teilmengen A = {j|j = 1(2)15},
B ={k|k =6(2)12},C ={2,3,5,12,13} betrachtet. Bestimmen sie

(a) AUB
(b) ANnB
()
(d)
)

e

S QA Al o

(e) TNB

(f) BnC

() M\B

(h) C\A

(i) (M\C)nC
)

(7)) B\(AUC)

Losung zu Aufgabe 2.8.

(a) AUB={1,3,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15}
(b) ANB=10

() A={jlj=2(2)15}

(d) C=1{1,4,6,7,8,9,10,11, 14, 15}
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M\B = B

i) (M\C)NnC =C

)
)
(&)
(h) C\A={2,12}
)
) B\(AUOQ) = {12}

Aufgabe 2.9.
Gegeben sind im R die Mengen A = {r e R: =7<z <5}, B =[0,5], C = (—1,00).
Ermitteln sie die folgenden Mengen:

Losung zu Aufgabe 2.9.

a) AUBUC = [-T7,00)

(c) BUC=C
(d) AnB = {5}
(e) BNA=][-17,0)
(f

)
g) ANC =[-T7,-1]

(a)

(b) ANC =(-1,5)
)

B\C =10

(

(h) BUC=R
(i) (AUB)NC =C\ {5}
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Aufgabe 2.10.

A, B,C, D seien beliebige Mengen. Untersuchen Sie die folgenden Gleichungen und be-

griinden Sie, welche der Beziehungen wahr sind und welche falsch sind!

(a) (A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB)
(b) AU (B\C) = (AUB)\(C\A)
(

(d
(e

)
)

c) AU(B\C)=(AUB)\(AUCQC)
) An(B\C)=(AUB)\(ANC)
)

A\(B\C) = (A\B) U (ANC)
Losung zu Aufgabe 2.10.

(a) zu zeigen: (A\B)U (B\A) = (AUB)\(AN B)
Es gelten die folgenden Implikationen:

z € (A\B)U (B\A) z € (A\B)Vze (B\A)

(xe ANz ¢ B)V(reBAx ¢ A)

(re AUBANx ¢ B)V(xe AUBANx ¢ A)
(xre AUB)A (z ¢ AN B)

x € ((AUB)\(AN B)),

AR

sowie

r€(AUB)\(ANB) = xz€AUBAx¢ ANB
reANr ¢ ANBVzreBAx ¢ ANB

re€AN((re ANz ¢ B)V(e¢ ANz eB)Vee BA((x e ANz ¢ 1

=
=
= v€ANx¢BVreBANx¢ A
= z € (A\B)U(B\A)

(b) zu zeigen: AU (B\C) = (AU B)\(C\A)

Es gelten die folgenden Implikationen:

re AU(B\C) = z€AVvze B\C
= rx€AVereBAz¢C
= v€ANx¢CVrzeBAx¢gC
= z€AUBAz¢C
= z€ AUBAz ¢ C\A
= z € (AUB)\(C\A),

27



2 Mengen

sowie

r€(AUB)\(C\A) = ze€ ANz ¢ C\AVezeBAxz ¢ (C\A
= ve€AvVereBANreCNrveAVee BAx ¢ C
= rx€AvVereBAx¢C
= x€AVzxeB\C
= z€ (AU (B\())

(c) zu zeigen: AU (B\C) = (AUB)\(AUC)

Gegenbeispiel: Sei A = {1,2,3},B=1{2,3},C = {3}.
(d) zu zeigen: AN (B\C)=(AUB)\(ANC)

Gegenbeispiel: Sei A = {1,2,3}, B =1{2,3},C = {3}.
(e) zu zeigen: A\(B\C)= (A\B)U(ANCQC)

Es gelten die folgenden Implikationen:

re A\(B\C) = z€ ANz ¢ B\C
= r€ANx¢BVre ANz el

= zc€A\BVzeAnz el
= z€(A\B)UANCQC)

sowie

re ABUANC = xz€ANx¢BVrzeANz el
= z€AN(zreCVrx¢B)
= z€ ANz ¢ B\C
= z € A\(B\C)

Aufgabe 2.11.

Bestimmen Sie die Losungsmenge L ={zx € D: S(z) =T(x)} fir die folgenden Gleichun-
gen. Dabei seien a,b,c € R.

(a) /xr =5 auf der Menge D= {zr € R: z > 0},

(b) 3;—3:4 auf der Menge D ={z € R: 2 # 0} =R\ {0},
)

(

(c

br+c=0 auf R (allgemeine lineare Gleichung),

d

72 =a auf R (allgemeine quadratische Gleichung ohne lineares Glied),

)
(e) ax*+br+c=0, a#0 auf R (allgemeine quadratische Gleichung),

2

(f) &=t = —z auf D=R\ {1},
)

z—1

() Vi=2—z auf D={z€R: z>0}.
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Losung zu Aufgabe 2.11.

(a) L ={25}.
(b) L={-2,2}.
(c) Fall 1: b#0: L= {—c/b}
Fall 2: b=0
(i) b=0, c=0: L =R,
(i) b=0, c£0: L=0.
(d) Falls a <0 ist L=20, falls a =0 ist L = {0} und falls a > 0 ist L = {—+/a,+/a}.

(e) Wir setzen p:= g und ¢ := . Dann koénnen wir dquivalent umformen:

2 _ 2 _ 2 p P\? P\? _
azr —f—bx—i—c—a(x —I—px—l—q) = a x—|—2§x+ 5) — 5 +q] =0

Da a # 0, ist dies zusammen mit der ersten binomischen Formel dquivalent zu

2 D P\? P\?2 p
o) = () -
x° + 2x—i—2 x—|—2 q

Setzen wir D := ZQ — q, gelangen wir zu den folgenden Fallunterscheidungen
(i) D<0: L=290,

(ii) D=0: L={-%},

(i) D>0: L={-p/2—+vD,—p/2++/D}.

(f) Multiplikation mit = — 1, da dieser Term auf D immer # 0 ist, ist eine dquivalente
Umformung:

2 2 2 1
r—1=—-x+4+2 & 22°—2z—-1=0 <& x—§x——:0

Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber R wire {—%, 1}. Die Losungsmenge
der letzten Gleichung iiber D ist jedoch nur L = {-1}.

(g) Quadrieren liefert x =4 -4z +2> & 0=4—5z+22.
Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber D ist zunéchst {1,4}. Da Quadrieren
jedoch moglicherweise die Losungsmenge vergroflert hat, testen wir mit der urspriing-
lichen Gleichung:

r=1: V1=2—1 wahr,
r=4: V4 =2 — 4 falsch.
Damit ist die Losungsmenge der Ursprungsgleichung L = {1}.

Aufgabe 2.12.
Priifen Sie fiir den allgemeinen Fall, ob die folgenden Aussagen wahr sind und fertigen Sie

jeweils Skizzen an:
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(a) (A\B)NnC = (AnC)\ B
(

b) A\B = An(A\B),

)
)
() A = (A\B)UB,
(d) AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB)

Losung zu Aufgabe 2.12.

Im allgemeinen Fall sind von den Aussagen

a

(a) (A\B)NC = (ANC)\ B,
(b

)

) A\B = AN(A\B),
() A = (A\B)UB,

)

(d) AUB = (A\B)U(B\ A)U(AN B)

alle bis auf (¢) richtig, denn (c) gilt nur, falls zusétzlich B C A gefordert wird.
Wir benutzen dazu, dass zwei Mengen genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente
enthalten. Demnach folgen:

(a) Fiir ein beliebiges Element z gelten die folgenden Aquivalenzen

€E(A\B)NC & ze€(A\B)Az el
(re ANz g B)Nz el
re€AN(x g BNz e )
reAN(xreC Nz ¢DB)
(e ANz eC)N Nz ¢B
re(ANC)Nz ¢ B
re(AnC)\ B.

te 0T

(b) Fiir ein beliebiges Element 2 gelten die folgenden Aquivalenzen

r€eA\B & x€ ANz ¢B

(e ANz e ANz ¢B
re€AN(r e ANz & B)
re ANz e (A\B)
reAN(A\ B).

te T

(d) Fiir ein beliebiges Element 2 gelten die folgenden Aquivalenzen

€ (A\B)U(B\A)U(ANB) & z€(A\B)U(ANB)U(B\ A)
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r€(A\B)U(ANB)U(ANB)U(B\A)

e(((A\B)u(AmB))u((AmB)u(B\A)))
((A\B) (AOB)>Vxe<(AmB)U(B\A)>
(A\B)Vze AmB)) (a:é(AﬂB)Va:G(B\A))

(v
<x€A/\x§ZB (xEA/\a:‘EB))v((a:'EB/\a;EA)\/(xEB/\xgéA))
(

tre e T T T TO

(c) Man kann zeigen, dass (A\ B)UB=AUB.
Gilt nun im Spezialfall B C A, so folgen B\ A=0, ANB =B sowie AUB = A.
Setzt man diese Bezichungen in (d) ein, erhélt man (c).
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2.3 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 2.1.
Beweisen oder Widerlegen Sie! Fertigen Sie zusétzlich eine Skizze an!

(a) (AU(B\C)) = (B\(AUC))UA
(b) (AUC)N\B = (A\B) U (C\B)
() A=(AUBUC)\((BUC)\A)
(d) BNC=(BUC)\(AN(BUC))

Losung zu Aufgabe 2.1.

(a) Es gelten die folgenden Implikationen:

re (AU (B\C)) = xze€AVaeze B\C

re€AV(reBAz ¢C)
re€AV(reBANr¢CANzeA)V(reBANr¢gC ANz ¢ A
(xeBANx ¢ ANz ¢ C)V (z € A)
(xeBA(x ¢ AUC))V (z € A)

re (B\(AuC))vze A

z e (B\(AUCQ))UA,

4

P4l

sowie

r e (B\(AUC))UA re (B\(AUC)) vz e A

(xeBAN(x¢d AUC))V (z €A
(xeBANx g ANz ¢ C)V(ze A
re€AV(reBANrx ¢ CANxeA)V(reBAx¢gCNx ¢ A
re€AV(reBAx ¢C)

ze (AU (B\CO))

reAVaee B\C

L

4

(b) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

re€(AUCN\B < z€(AUC)ANz ¢ B
& (reAveeC)ANx ¢ B
& xe€ANx¢EBVreCNx ¢ B
& z e (A\B)U(C\B)

(c) Es gelten die folgenden Implikationen:
re€(AUBUC)\((BUC)\A)

= (@eAAz ¢ (BUONA)V (€ BAz¢d (BUCONA)V (z€CAxd ((BUCN\A))

= zcAvVexeBANxzceAvze(CAzecA
= 1wz €A,
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2 Mengen

re€A = veAVeeANreBVexe ANz e B
= (z€ANzx ¢ (BUCNA)V(zeBAz¢g ((BUCNA)V(xeCAx¢ (BUC)\A))
= € (AUBUQON\((BUC)\A)

(d) Gegenbeispiel: A ={1,2,3},B ={1,2},C = {1}.

Aufgabe 2.2.
Seien A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B = {2,4,6,8,10},C = {1,3,5,7,9},D = {5,8} ,E =
{3,5,9}. Bilden Sie die folgenden Ausdriicke!

(a) B\((CUD)U(A\E))

)
(b) ((A\B)UDN\E
(¢) (FUD)NA)UB
(d) (A\(B\E))U(C\E)
() A(((FUDN\C)U B)

Losung zu Aufgabe 2.2.

B\((CUD)U(A\E))=A\E =1

(A\B) UD)\E = {1,7,8}
(EUD)NA)UB=1{2,3,4,5,6,8,9,10}
A\(B\E))U (C\E) =C =11,3,5,7,9}
A\((EUD)\C)UB) =C ={1,3,5,7,9}

(a)
(b) (
(©) (
(d) (
()

Aufgabe 2.3.
Bestimmen Sie U,enA, , NpenA, fir

(a) Ay={z€Z:-n<z<n};
(b) An={3n—2,3n—1};

11 1
Ap=41, 2 =\
(©) { 2'3 n}

Losung zu Aufgabe 2.3.

(a) UpenA4, =Z und Npen4, = {0,1,—1};
(b) UnenAn = {z € N: £ ¢ N} und Npend, = 0;
(¢) Unendy, = {IEQ:EIneNmitx:%} und NpenA, = {1}.
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3 Kombinatorik

3.1 Wiederholung - Theorie: Binomischer Lehrsatz

Binomischer Lehrsatz: Fiir alle reellen Zahlen a,b und alle n € N gilt

n o __ - n kin—k __ n 071n—0 n 1pn—1 n 21n—2 n n—171
(a+b)" = ;(k)(a)b = (O>ab +(1)ab +(2)ab +...+(n_1)a b—l—(

3.2 Wiederholung - Theorie: Kombinatorik

3.2.1 Fakultat und Binomialkoeffizienten

Die Fakultat einer natiirlichen Zahl n ist definiert durch

n

n! ::Hk‘, o' =1.

Der Binomialkoeffizient ist definiert durch

()= ()
3.2.2 Tupel

Im Gegensatz zu einer Menge, bei der es nicht auf die Reihenfolge der enthaltenen Elemente
ankommt, ist bei Tupeln die Reihenfolge der Elemente wichtig. Weiterhin kann ein Element
auch ,,mehrfach“in einem Tupel vorkommen. Allgemien sprechen wir von k-Tupel, welche
k Elemente beinhalten. Speziell im Fall von k = 2 sprechen wir von einem geordneten Paar
und bei k£ =3 von einem Tripel.

Es gilt

Zwei Tupel (aq,...,a;) und (by,...,b;) sind genau dann identisch, wenn a; = b; fiir alle
i=1,.. k.

3.2.3 Tupel und Mengen

Selbstverstiandlich kann man aus einer n-elementigen Menge verschiedene Tupel bilden.
Dabei miissen wir unterscheiden, ob Elemente der Menge mehrfach vorkommen diirfen. Da-
durch ist es uns beispielsweise méglich die Wahrscheinlichkeiten von bestimmten Ereignissen
zu berechnen.
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3 Kombinatorik

Permutation ohne Wiederholung

Sei eine Grundmenge G mit n Elementen gegeben. Wir betrachten die Menge M | der
n - Tupel in denen jedes Element von G genau einmal vorkommt. Dann hat M genau n!
Elemente.

Permutation mit Wiederholung

Wir betrachten eine Grundmenge {wj, ..., w,,} mit m verschiedenen Elementen. Das Ele-
ment w; komme genau k; > 0 mal vor, [ =1,...,m, d.h. wir betrachten die Menge

M ={(ay,....a,) : |{j:a; =w}|=k,l=1,..,m}

und es sei n = k; + ... + k,,. Dann gilt:

n!
M=—-
[M] kil- .-k
Wenn k; =0 oder k; =1 ist, so k! = 1 und der Faktor im Nenner kann einfach weggelassen
werden.

3.2.4 Auswahlproblem

Wir betrachten nun Auswahlprobleme. Gegeben sei eine Grundmenge mit n Elementen.
Um konkret zu sein, nehmen wir G = {1,...,n} . Wir betrachten die Auswahl von ,Teilen
“mit k£ ,,Eintrdgen“mit oder ohne Betrachtung der Reihenfolge und mit oder ohne Zulassung
von Wiederholung. Wir geben eine konkrete Interpretation der jeweiligen Auswahlprobleme,
bezogen auf unsere Grundmenge, an, und beantworten die Frage:

Wie viele Moglichkeiten gibt es?

’ H Reihenfolge beachten ‘ keine Reihenfolge beachten

Ohne Variation ohne Wiederholung Wie | Kombination ohne Wiederho-
Wieder- || viele k-Tupe von verschiedenen Elementen | lung Wie viele geordnete k-Tupel
holung aus G gibt es? Wie viele Elemente hat | von  verschiedenen  Elementen  aus

Losung: n-(n—1)-...-(n—k+1) = k! (

{(i1, oy i) 1y oy ip € Grip # iy fiir [ £m}T G gibt es? Wie viele Elemente hat
n) {(ig, oeyig) 2 gy ey ip € Grip < .o < ig}?

k N n
Losung: 1
mit Variation mit Wiederholung Wie | Kombination mit Wiederholung Wie
Wieder- || viele k-Tupel von Elementen aus | viele geordnete k-tupel von Elementen
holung g gibt es? Wie viele FElemente hat | aus G gibt es? Wie viele Elemente hat
{(21,,Zk) Zil,...,ikEG} = G*? {(21,,%) S, ety € G, mit i <dp <L, ]
Losung: n” . n+k—1
Losung: I >
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3 Kombinatorik

3.3 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 3.1.
Man vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

an

@) > (-2,

Losung zu Aufgabe 3.1.

(a) Der Ausdruck lisst sich wie folgt vereinfachen:

So-con(y) - 22 () - S ()
= 5 :_no (ij) kn—k _g; (4;1) (—2)F1ink
5 (1_+ 1) — (=2 + 1)4;
= 529" = ((-=D)%)" = 5-16" — 1.

(b) Wir betrachten zunéchst den Nenner. Dieser ldsst sich vereinfachen zu

i(z:) = i(?)l’“l%’“ = (1+1)> = (22" = 4

k=0 k=0

Fiir den Zéahler ergibt sich

3. g(—l)’f(n " k) = 3. ki()(—l)’“(Z) = 3. k; (Z) (—1)*1"F = 3(=1+1)" = 0.

Demnach ist der gesamte Ausdruck 0.

Aufgabe 3.2.
Man vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich:

w S0 e e

k=0

Losung zu Aufgabe 3.2.
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3 Kombinatorik

n n

(a) Fiir alle n € N gilt > (Z) = > (Z)lklnfk = (1+1)" = 2",
k=0 k=0

(b) Firalle n e N gilt > (=1)(}) = X ()(=1DF1"* = (=1+1)" = 0" = 0.
k=0 k=0

Aufgabe 3.3.
Man vereinfache die folgenden Ausdriicke so weit wie mdoglich:

an

@) > (5-(=2% ),

k=0

3.3 (<F(,")
(b) ——.

Losung zu Aufgabe 3.3.

(a) Der Ausdruck ldsst sich wie folgt vereinfachen:

S0 (5- (-2 (V) - 5-%(?)—‘2«2%(‘?)

k=0 k=0 k=0
4n 4n
4dn 4dn
= 5 1k14n7k o -9 k14n,k
(=3 (V)
k=0 k=0
= 5.2 —((-DH" = 5-16" — 1.

(b) Wir betrachten zunéchst den Nenner. Dieser ldsst sich vereinfachen zu

i@ > B i@ )1k12n_k = 1+ = @) =4

k=0 k=0

Fiir den Zéahler ergibt sich

3. §<_1)k<n " k) = 3. kno(—l)k@) = 3. En: (Z) (—1)*1"F = 3(=1+1)" = 0.

Demnach ist der gesamte Ausdruck 0.

Aufgabe 3.4.

Jedem Telefonanschluss ist eine Vorwahlnummer und eine Telefonnummer zugeordnet. Die
Vorwahlnummer bestehe aus fiinf Ziffern von 0 bis 9, wobei die erste Ziffer stets = 0 ist
und die zweite # 0. Die Telefonnummer bestehe aus mindestens 3, aber hochstens fiinf
Ziffern, wobei die erste immer # 0 sein soll. Wieviele Telefonanschliisse sind Grundsétzlich
moglich.
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3 Kombinatorik

Losung zu Aufgabe 3.4.

Zuerst betrachten wir die Vorwahlnummer. Fiir diese gibt es 1-9-10-10 - 10 = 9000
Moglichkeiten. Bei der Telefonnummer ist eine Fallunterscheidung hinsichtlich ihrer Lénge
notwendig. Bei einer Lénge von 3 ergeben sich 9-10-10 = 900 Moglichkeiten. Bei einer
Liange von 4 ergeben sich 9-10-10 - 10 = 9000 Moglichkeiten und bei einer Lénge von
5 ergeben sich 9-10-10 - 10 - 10 = 90000 Moglichkeiten. Insgesamt ergeben sich also
9000 - (900 + 9000 + 90000) = 9000 - 99900 Moglichkeiten.

Aufgabe 3.5.
10 Ehepaare (Mann und Frau) veranstalten eine Tanzparty. Wieviel Tanzpaare (ménnlich
und weiblich) sind moglich, wenn Ehepartner nicht miteinander tanzen diirfen?

Losung zu Aufgabe 3.5.

Betrachtet Mann das erste Paar, so kann der Mann noch mit 9 moglichen Frauen tanzen,
die Frau analog. Betrachtet man das néchste Paar, so kann der Mann noch mit 8 mdglichen
Frauen tanzen, wie die Frau. Fiihrt man dies fort, so ergibt sich

9
. 1
Q.Zizg.wzg.m:go

=1

Aufgabe 3.6.
Sechs Personen werden namentlich in eine Liste eingetragen. Auf wie viele verschiedene Arten
der Reihenfolge ist das moglich?

Losung zu Aufgabe 3.6.
Wir brauchen nur alle moglichen Permutationen einer 6-elementigen Menge zu betrachten,
diese betrigt 6! = 720 Moglichkeiten.

Aufgabe 3.7.

Bei der Herstellung eines Maschinenteils sind 7 Arbeitsgéinge notwendig. Nach dem er-
sten Arbeitsgang folgen 4 Arbeitsgéinge, die in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrt werden
konnen. Eine weitere Bearbeitung ist aber erst nach Abschlufl der ersten fiinf Arbeitsgéinge
moglich. Die Reihenfolge der zwei restlichen Arbeitsgéinge ist wiederum beliebig. Wie viele
Bearbeitungsreihenfolgen sind bei der Herstellung des Maschinenteils moglich?

Losung zu Aufgabe 3.7.

Der erste Arbeitsgang ist fest, die vier folgenden konnen auf 4! = 24 verschiedene Moglich-
keiten angeordnet werden. Die beiden letzten Arbeitsginge kénnen auf zwei verschiedene
Arten angeordnet werden, insgesamt ergeben sich also 48 Moglichkeiten.

Aufgabe 3.8.

(a) Wie viele verschiedene dreibuchstabige "Worter’ lassen sich aus 5 verschiedenen Buch-
staben bilden, wenn kein Buchstabe mehrfach auftreten darf? (Die Wérter miissen keinen
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3 Kombinatorik

Sinn ergeben)

(b) Wie groB ist die Anzahl der Worter aus a), wenn die Buchstaben mehrfach auftreten
diirfen?

Losung zu Aufgabe 3.8.

(a) Betrachten wir ein Wort der Lénge drei, dann kann man die erste Stelle mit 5 moglichen
Buchstaben fiillen, die zweite Stelle mit 4 moglichen Buchstaben (weil Buchstaben ja
nicht mehrfach vorkommen diirfen) und dritte Stelle dann nur noch mit 3 moglichen
Buchstaben. Insgesamt haben wir also 5-4 -3 = 60 Moglichkeiten.

(b) Betrachten wir ein Wort der Lange drei, dann kann man die erste Stelle mit 5 moglichen
Buchstaben fiillen, die zweite und dritte Stelle ebenfalls, da Buchstaben ja mehrfach
vorkommen diirfen. Also insgesamt 5-5 -5 = 125 Moglichkeiten.

Aufgabe 3.9.
Wie viele "Worter’ lassen sich durch Umstellen der Buchstaben aus dem Wort JANANAS’
gewinnen? (Die Worter miissen keinen Sinn ergeben)

Losung zu Aufgabe 3.9.
Das Wort "ANANAS’ hat die Lange 6. Das A’ kommt dreimal vor und das 'N’ zweimal,
alle anderen nur einfach. Daher ergibt sich fiir die Anzahl der méglichen Anordnung

6 720
— = = —60.
321 12

Aufgabe 3.10.

Fiir den Besuch einer Elite-Uni bewerben sich aus einer Schule acht M#dchen und zwolf
Jungen. Sechs Méadchen und acht Jungen kénnen nur ausgewéhlt werden. Wieviel verschie-
dene Moglichkeiten der Auswahl unter den Bewerbern gibt es? (es wird unterstellt, dass die
Kapazitéiten voll ausgelastet werden)

Losung zu Aufgabe 3.10.
Fiir die Auswahl der Médchen gibt es (2) Moglichkeiten, da es nicht auf die Anzahl

ankommt, sondern nur auf dabei sein oder nicht. Fiir die Auswahl der Jungen gibt es (162)

Moglichekeiten. Insgesamt gibt es also

8 12 11880
<6> . (8> —28-7—13860

Moglichkeiten.
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Aufgabe 3.11. )
Ein Kind baut durch Ubereinanderlegen von 2 roten, 3 schwarzen und 4 weiflen Bauka-
stensteinen gleicher Form Tiirme’.

(a) Wie viele verschieden Tiirme sind moglich?

(b) Wie grof ist die Anzahl der Tiirme, die mit einem weiflen Stein beginnen?

Losung zu Aufgabe 3.11.

(a) Insgesamt sind es 9 Steine. Davon gibt es drei Gruppen fiir die mogliche Anzahlen, es

gibt demnach
9!
i3t o
Moglichkeiten.

(b) Insgesamt gibt es nur noch 8 Steine zum Anordnen, da der erste ja fest ist. Davon gibt

es drei Gruppen fiir die mogliche Anzahlen, es gibt demnach
8!
TR

Moglichkeiten.

Aufgabe 3.12.
Eine Lieferung von 25 Geréten, die durch ihre Fabrikationsnummern unterscheidbar sind,
enthélt 4 fehlerhafte Gerite.

(a) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 sind moglich? (unabhéngig davon, ob defekt oder
nicht)

(b) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die genau zwei fehlerhafte Geréte enthal-
ten?

(c) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die hochstens ein fehlerhaftes Gerét
enthalten?

(d) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die mindestens ein fehlerhaftes Gerét
enthalten?

Losung zu Aufgabe 3.12.

(a) Insgesamt gibt es (255) = 53130 mogliche Anordnungen

(b) Insgesamt gibt es (;l) = 6 Moglichkeiten zwei defekte Geréte auszuwéahlen und (231 =
1330 Moglichkeiten drei fehlerfreie Gerédte auszuwihlen. Insgesamt also 6 - 1330 = 7980

Moglichkeiten.
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(¢) Wir miissen zwei Félle unterscheiden, entweder es gibt kein defektes Gerit oder genau ein

defektes Gerit. Insgesamt gibt es (251> = 20349 Moglichkeiten nur fehlerfreie Geréte

auszuwahlen. Weiterhin gibt es (i) : (241 = 4-5985 = 23940 Moglichkeiten genau ein

fehlerhaftes Geréit auszuwahlen. Insgesamt also 23940 + 20349 = 44289 Maoglichkeiten.

(d) Wir wissen, dass es insgesamt 53130 mogliche Anordnungen gibt. Weiterhin wissen
wir, dass es 20349 Moglichkeiten gibt, nur fehlerfreie Geréte auszuwéhlen. Also gibt es
53130 — 20349 = 32781 Moglichkeiten mindestens ein fehlerhaftes Gerét auszuwéhlen.

Aufgabe 3.13.
Eine Sendung von 12 Erzeugnissen enthélt 3 beschédigte Erzeugnisse.

(a) Wie viele verschiedene Stichproben vom Umfang 4 sind moglich? (unabhéngig davon
ob beschédigt oder nicht)

(b) Wie viele Stichproben vom Umfang 4 gibt es, die mindestens ein beschédigtes Erzeugnis
enthalten?

(¢) Wie viele Stichproben vom Umfang 4 gibt es, die hochstens zwei einwandfreie Erzeug-
nisse enthalten?
Losung zu Aufgabe 3.13.

(a) Insgesamt gibt es (142) = 495 Moglichkeiten.

(b) Es gibt Z
495 — 126 = 369 Moglichkeiten mindestens ein beschédigtes Erzeugnis zu erhalten.

= 126 Moglichkeiten nur fehlerfreie Gerédte zu erwischen. Also gibt es

(c) Es gibt 9 Moglichkeiten genau ein fehlerfreies Geréte zu erwischen. Weiterhin gibt es

<g . (2) = 36 - 3 = 108 Moglichkeiten genau zwei fehlerfreie Gerdte zu erwischen.

Insgesamt also 108 4+9 = 117 Moglichkeiten hochstens zwei einwandfreie Erzeugnisse zu
erwischen.

Aufgabe 3.14.
In einer Schachtel sind 4 Bleistifte und 11 Buntstifte. Wie viele Méglichkeiten gibt es, dass
beim zufélligen Herausgreifen von 5 Stiften héchstens 2 Buntstifte erfasst werden?

Losung zu Aufgabe 3.14.

Es gibt 11 Moglichkeiten genau einen Buntstift zu erhalten. Weiterhin gibt es (g) . (121) =

4-55 = 220 Moglichkeiten genau zwei Buntstifte zu erwischen. Also insgesamt 231 Moglich-
keiten hochstens 2 Buntstifte zu erwischen.
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Aufgabe 3.15.

Ein Parkplatz besteht aus einer Reihe von 18 Boxen fiir PKW. Er sei durch Abstellen von
6 AUDI, 2 Fiat, 4 BMW, 5 Skoda und einem Volvo belegt. Die Fahrzeuge sind durch ihr
polizeiliches Kennzeichen alle unterscheidbar. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es,
dass

(a) alle Skodas nebeneinander stehen?

(b) alle PKW vom gleiche Typ nebeneinanderstehen?

Losung zu Aufgabe 3.15.

(a) Es gibt 5! Moglichkeiten die Skodas nebeneinander anzuordnen. Weiterhin gibt es
13! Moglichkeiten die restlichen Autos nebeneinander anzuordnen. Da es noch 14
Moéglichkeiten gibt die 5-er Reihe anzuordnen ergeben sich insgesamt 14! . 13! . 5!
Moglichkeiten, so dass alle Skodas nebeneinander stehen

(b) Es gibt 6! Moglichkeiten die AUDI’s nebeneinander anzuordnen, 2! die FIAT’s ne-
beneinander anzuordnen, 4! fiir die BMW’s; 5! fiir die Skodas und 1! fiir den Volvo.
Da es insgesamt 5 Automarken sind, kann man die einzelnen Gruppen noch auf 5!
verschiedene Arten anordnen. Insgesamt ergeben sich also

6!-2!-41.5!0.1!. 5]

Moéglichkeiten, so dass PKW’s vom gleichen Typ nebeneinander stehen.

Aufgabe 3.16.
Wie grof} ist die Anzahl der moglichen ’Bilder’, die sich bei einem Wurf auf 9 - in iiblicher
Weise aufgestellte - Kegel ergeben kénnen?

Losung zu Aufgabe 3.16.
Ein Kegel kann entweder umgefallen sein oder nicht, also gibt es insgesamt 2 = 512 Moglich-
keiten.

Aufgabe 3.17.
Die Qualitdt von 8 Erzeugnissen wird iiberpriift (’gut-schlecht-Priifung’)

(a) Wie viele verschiedene Priifungsprotokolle sind insgesamt moglich?

(b) Wie viele Priifungsprotokolle enthalten das Element ’gut’ genau sechsmal?

Losung zu Aufgabe 3.17.

(a) Ein Erzeugnis kann entweder gut oder schlecht sein, dementsprechend gibt es 28 = 256
Moglichkeiten.
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(b) s gibt (5

unterscheidbare Teilgruppen mit 2, bzw. 6 Elemente hat.

= 28 Moglichkeiten aus einer Menge von 8 auszuwéhlen, wobei man zwei

Aufgabe 3.18.
An einem Pferderennen sind 8 Pferde beteiligt. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt
es, eine Vorhersage iiber die drei erstplatzierten Pferde

(a) ohne Angabe ihrer Reihenfolge zu treffen?

(b) mit Angabe ihrer Reihenfolge zu treffen?
Losung zu Aufgabe 3.18.

(a) Es gibt = 56 Moglichkeiten aus einer Menge von 8 Elementen genau 3 Elemente

8
3
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen.

(b) Es gibt -6 =566 = 336 Moglichkeiten aus einer Menge von 8 Elementen genau

8
3
3 Elemente mit Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen.

Aufgabe 3.19.

Die erste Ausspielung der Gliicksspirale wurde durch das folgende Zufallsexperiment durch-
gefiihrt: in einer einzigen Trommel befanden sich 70 gleichartige Kugeln, von denen jeweils
7 mit den Ziffern 0,1,2,...,9 beschriftet waren. Aus der Trommel wurden nach griindlichem
Mischen gleichzeitig 7 Kugeln gezogen, aus denen die 7-stellige Gewinnzahl ermittelt wurde.
Man berechne die Wahrscheinlichkeiten, mit denen bei der Durchfithrung des beschriebenen
Zufallsexperiments die Zahlen

(a) 6666666
(b) 1234567
(c) 7778841

gezogen werden.

Losung zu Aufgabe 3.19.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten nehmen wir an, alle Kugeln seien unterscheidbar,
was man durch Durchnummerieren der jeweiligen 7 gleichen Kugeln erreichen kann. Aus
den 70 verschiedenen Kugeln kénnen unter Beriicksichtigung der Reihenfolge 7 Kugeln auf
70-69 - ... - 64 verschiednen Arten ausgewéhlt werden. Da insgesamt nur 7 Kugeln mit der
Ziffer 6 vorhanden sind, kann die Zahl 6666666 auf 7-6-...-1 = 7! verschiedene Arten
ausgewahlt werden.

(a) P({666666}) 7 0,83-107°.

= 70-...64
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(b) Da die Zahl 1234567 aus lauter verschiedenen Ziffern besteht, kann jede einzelne Ziffer
aus 7 moglichen ausgewihlt werden. Es gibt also 77 giinstige Fille, also

7

=0,136-107S.

(c) Fiir die Auswahl der Zahl 7778841 gibt es schliefllich 7-6-5-7-6-7-7 mogliche Fille,
es folgt
.65

=0,715-107".
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3.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 3.1.

Auf einem Schiff seien 3 blaue, 2 rote und 4 gelbe Flaggen vorhanden, wobei die gleich-
farbigen Flaggen nicht unterscheidbar sind. Alle 9 Flaggen sollen in einer Reihe aufgehéngt
werden. Auf wieviele verschiedene Arten ist die Bildung unterscheidbarer Anordnungen der
Flaggen moglich?

Losung zu Aufgabe 3.1.

Insgesamt gibt es 3,%;4! = 1260 Moglichkeiten der Anordnung.

Aufgabe 3.2.

Herr Meyer hat seinen Schliissel fiir das Bahnhof-Schliefach verloren. Die Schlie3fach-
Nummer hat er leider vergessen. Er erinnert sich allerdings daran, dass es sich um eine
vierstellige Zahl handelt, bei der zwei Ziffern gleich sind und dass als Ziffern die 3,5 und 7
vorkommen. Wieviele SchlieSfacher miissen gesperrt werden?

Losung zu Aufgabe 3.2.
Falls die Ziffer 3 in der SchlieSfach-Nummer zweimal vorkommt, gibt es %:1, = 12 Num-
mern, die in Frage kommen. Dieselbe Zahl erhdlt man falls die 5, bzw. die 7 doppelt

vorkommen. Daher miissen 3 -12 = 36 SchlieBficher gesperrt werden.

Aufgabe 3.3.
Bei einer Feier stofit jeder der 8 Teilnehmer mit dem Weinglas mit jedem Teilnehmer an.
Wie oft klingen die Gléser?

Losung zu Aufgabe 3.3.

Aus 8 Personen koénnen 2 (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) auf g Arten aus-

gewihlt werden. Damit erhélt man fiir die gesucht Anzahl den Wert 28.

Aufgabe 3.4.

Von 25 Studenten studiert jeder wenigstens eines der Facher Physik, Mathematik, Informa-
tik. Physik studieren insgesamt 14, Mathematik 10. Genau 2 Studenten haben alle Facher,
genau 8 mindestens zwei der genannten Fécher belegt. Wie viele Studenten studieren Infor-
matik?

Losung zu Aufgabe 3.4.
Genau 3 Fécher studieren 2, genau 2 Féacher 8 —2 = 6 und genau 1 Fach 25—-2—-6 =17
Personen. In der Summe |P|+ |M| + |I| werden diejenigen Personen, die ein einziges Fach
studieren, einfach gezéhlt, diejenigen mit 2 Féchern doppelt und die mit allen Fachern
dreifach gezdhlt. Damit gilt

[Pl +|M|+|I|=17+2-6+3-2 =35
Wegen |P| =14 und |M|= 10 folgt hieraus fiir die gesuchte Anzahl |I| =11.
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Aufgabe 3.5.
Ein Autokennzeichen besteht neben dem Stadtesymbol aus einem oder zwei Buchstaben,
sowie aus einer ein- bis dreistelligen Zahl (es gibt kein Kennzeichen mit 000). Wie viele

verschiedene Kennzeichen kénnen in einer Stadt ausgegeben werden, wenn 26 Buchstaben
zur Wahl stehen?

Losung zu Aufgabe 3.5.
Es gibt 27-26 - 999 = 701298 Maoglichkeiten.

Aufgabe 3.6.

Aus den den beiden Elementen , Punkt* und ,,Strich* bildet die Morse Telegraphenschrift
ihre Zeichen, wobei bis zu fiinf Elemente (in einem einzigen Ausnahmefall sechs) fiir ein
Zeichen benutzt werden. Wie viele Zeichen lassen sich damit darstellen?

Losung zu Aufgabe 3.6.

1 -elementige Zeichen = 2,

2 -elementige Zeichen = 22 = 4,
3-elementige Zeichen = 23 = 8,

4 -elementige Zeichen = 2% = 16,
5-elementige Zeichen = 2° = 32,

6 -elementige Zeichen = 1, (Ausnahmefall)
Summe= 63

Aufgabe 3.7.
Aus 5 Mathematikern und 7 Physikern sollen 2 Mathematiker und 3 Physiker ausgewahlt
werden, Auf wie viele Arten ist dies moglich, falls

(a) jeder delegiert werden darf?
(b) ein bestimmter Physiker delegiert werden muss?

(c) zwei bestimmte Mathematiker nicht delegiert werden diirfen?

Losung zu Aufgabe 3.7.

(a) () (5) =350,
(b) (3) - (3) = 150.
© () () =105

Aufgabe 3.8.
Aus 5 Ehepaaren werden zufillig 4 Personen ausgewéhlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
ist unter ihnen kein Ehepaar?
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Losung zu Aufgabe 3.8.
Auswahl ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. M6gliche Félle: (lf). Giinstige Falle unter
Beriicksichtigung der Reihenfolge:

Fiir die Auswahl der 1. Person gibt es 10 Moglichkeiten.

Fiir die Auswahl der 2. Person gibt es 8 Moglichkeiten, da die zuerst ausgewéhlte Person
und deren Ehepartner nicht ausgewéhlt werden diirfen.

Fiir die 3. Person gibt es 6 und fiir die 4. Person 4 Auswahlmoglichkeiten.
Insgesamt gibt es demnach % giinstige Fille.

Fiir die Wahrscheinlichkeit folgt:

10-8-6-4 8
P = = —.
4-10-9-8-7 21
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4.1

Wiederholung - Natiirliche Zahlen

Aus den bisher geschilderten Axiomen der Mengenlehre kann man zwar die Existenz
von Vereinigungsmengen z; U ---U x, und Durchschnitten ﬂ y gewinnen, aber bis-

yex
her garantiert kein Axiom der Mengenlehre die Existenz einer unendlichen Menge.

Tatséchlich konnten wir ohne solch ein Axiom nur iiber endliche Mengen reden, aber
in der Analysis wollen wir uns gerade mit unendlichen Mengen beschéftigen, wie z.B.
mit der Menge der natiirlichen Zahlen.

Deswegen fordern wir als Axiom die Existenz einer induktiven Menge,
drx:(DexnVMy:yex= (yuU{y}) €x))

Dabei nennt man eine Menge induktiv, wenn sie die leere Menge () enthilt und mit
jedem Element y auch y U {y} ein Element der Menge ist.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nun der Durchschnitt aller induktiven Mengen,
d.h. die kleinste induktive Mengen. Symbolisch kann man sie als {0, {0}, {0,{0}},...}
schreiben, aber iiblicherweise bezeichnet man ihre Elemente mit 1 := (), 2 := {0},

3:={0,{0}},....

Mittels der Nachfolgeabbildung s : N — N, s(y) := yU{y}, kann man durch n+1 :=
s(n) und n+m = s(s(...s(n)...)) = s™(n) (der m-maligen Anwendung von s
auf n) eine kommutative Addition auf der Menge der natiirlichen Zahlen definieren.
Jedoch ist (N, +) keine Gruppe, es gibt keine additiven Inverse, selbst wenn man die
natiirlichen Zahlen durch Ny = NU{0} und 0+n = n noch um ein neutrales Element
erweitert.

Aufgrund der Definition der natiirlichen Zahlen als kleinster induktiver Menge kann
man Aussagen iiber natiirliche Zahlen von der Form Vn € N : A(n) dadurch beweisen,
da man A(1) und Vn € N: A(n) = A(n+ 1) beweist. Dies nennt man einen Beweis
der Aussage Vn € N: A(n) per Induktion.

Um eine Gruppe zu gewinnen, erweiter man N zur Menge der ganzen Zahlen Z =
NU{0}U(—N) (genauer definiert man Z mittels einer Aquivalenzrelation auf Nx N).
Die ganzen Zahlen 7Z werden dann mit der Addition + zu einer Gruppe, die Losung
von n+x =0 ist = —n.

In den natiirlichen Zahlen kann man dariiberhinaus auch eine Multiplikation definieren
durch n-m =n+---+n (m-malige Addition), und dies iibertragt sich auf Z. Aber
selbst bei n # 0 kann man die Gleichung n -z =m in Z nur 16sen, wenn n die Zahl
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m ohne Rest teilt. Um solche Gleichungen allgemein l16sen zu kénnen, erweitert man
die Menge der ganzen Zahlen zur Menge der rationalen Zahlen Q := {§ |p€Z,q €N}

(genauer definiert man Q wiederum mittels einer Aquivalenzrelation auf Z x Z).
Die Menge Q wird dann mit + und - ein Koérper, d.h. es gelten die Assoziativ-,
Distributiv- und Kommutativgesetze und es gibt additive sowie multiplikative Inverse.
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4.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 4.1.
Zeigen Sie! Fir 0 <z <1 und n e N gilt (1 —2z)" < ﬁ
Loésung zu Aufgabe 4.1.
TIA: n=1
1
(1—2x) < T2
-2 <1 V
ISSn—n+1
IV: Gelte (1 — )" < 17— fiir ein n > 1
IB: zu zeigen: (1 —z)"*! < m
Beweis der IB:
Qoo = (-2 (1—2) & —1 (-2
1+ nx
I
 14na
o (1-2)(1+02)
(1 4na)(1+2)
B 1— 22
14 (n+ 1)z + na?
1
<1 +(n+ 1)z

Aufgabe 4.2.
Beweisen Sie:

n n(n+1)(2n+1
(a) Zk:le: (+)6( =4

(b) n-l_2 _1_ 1

k=2 k3—k 2 n(n—1)

n 7L2 n 2
(c) Zk:l k= 4+1)

(d) S° kKl =(n+1)—1

Losung zu Aufgabe 4.2.

(a) IA: n=1

1

Zk2:1:1<1+1)(2+1> ,

k=1

20



ISSn—-n+1

IV: Es gelte > k? =
IB: zu zeigen: Zii k? =
Beweis der IB:

n+1

Z Z E* 4+ (n + 1)?

IA: n =3
3—
k=

ISSn—n+1

IV: Es gelte 3175 w2y

IB: zu zeigen: > p_, ot

Beweis der IB:

Zkg

IS:n—=n+1
IV: Es gelte >0 k* =

IB: zu zeigen:

n(n+1)(2n+1)

n+1 ;.3
k:lk -

4 Volistandige Induktion

firein n>1.
(n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6

n(n+1)(2n+1)
6

+(n+1)°

(n+1)(n)(2n+1) +6n*+12n+6

6
(m+1)n)2n+1)+ (n+1)(3)(2n + 2)

(n+1)(n)2n+1)+

6

n+1)(2)2n+1)+ (n+1)(2) +

(n+1)(2n +

6

(n+1)(n+2)2n+1)+ (n+1)(2n+4)

6
(n+1)n+2)2n+1)+ (n+1)(n+2)(2)

6
m+1)(n+2)2(n+1)+1)

6
2 2 1 1
KB—k 8—2 3 2
%—n(n—l fiir ein n > 3.
_1_ 1
2 n(n+1)

2 V.
Zk:s =

1)
u fiir ein n > 1.

(n+1)2(n+2)
4
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n+1 n 2 2
1
ZWEEyﬁHm4fﬂfﬂg}l+m+W
k=1 k=1
. (n4+ 1)+ (n+1)2(4n+4)
N 4
 (n4+ 1) +4n+4)
B 4
 (n+1)2(n+2)
B 4
(d) IA: n=1
1
dkekl=1=2-1 v
k=1
ISsn—=n+1
IV: Es gelte >} kk!=(n+1)! —1 firein n > 1.
IB: zu zeigen: Y 1t k-kl = (n+2)! - 1.
Beweis der IB:
n+1 n
SkR =Yk B+ m+1)-(n+1)! = (n+ )= 14 (n+1)(n+ 1)
= (n+Dl(n+2)—1
= (n+2)!-1
Aufgabe 4.3.
Zeigen Sie:

3

—k(k+1) n+l

ol
—

Losung zu Aufgabe 4.3.

IA:n=1
kzlk:k;Jrl 1+1
ISSsn—n+1
IV: Es gelte Zzz1m = i fiirein n>1.
IB: zu zeigen: > i) k(kl—&-l) = Zi;
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Beweis der IB:

e | 1 . m 1
];k(k+1)_kzlk:(k+1)+(n+1)(n+2) B n+1+(n+1)(n+2)
_ on(n+2)+1
 (n+1D(n+2)
B n?+2n+1
 (n+D(n+2)
_ (n+1)(n+1)
 (n+D(n+2)
n+1
B n—+ 2
Aufgabe 4.4.
Zeigen Sie, dass fiir n > 2,n € N:
"o e
Losung zu Aufgabe 4.4.
IA: n=2
1
LZHL:H\/_ L+l 5,
2T T RT TR T n
ISSsn—-n+1
IV: Es gelte Zklf > /n firein n > 2.
1B: zu zeigen: "+1%> n+1
Beweis der 1B:
L DA | 1 1w 1
 Vnvn+1+1
B Vn+1
 onvn+144yn
VRS W
nyn+/n
Vn+1yn
. n+l
B n+1
= n+1
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Aufgabe 4.5.
Zeigen Sie: 2" >n Vn € N.

Losung zu Aufgabe 4.5.
IA: n=1
2!=2>1 v

ISsn—>n+1

IV: Es gelte 2" > n fiirein n > 1.
IB: zu zeigen: 2" >n +1.
Beweis der IB:

n+1 n 1.V nz
2 =2"-2>n-2=n+n > n+1.

Aufgabe 4.6.
Fiir welche n € N gilt n! > 2.

Losung zu Aufgabe 4.6.
Fir n=0 gilt 0! =1>1=2°
Fir n=1 gilt I!=1<2=2!
Fir n =2 gilt 2! =2 < 4 = 22
Fir n =3 gilt 3! =6 <8 =23
TIA: n=4
41=24>16=2"

ISsn—-n+1

IV: Es gelte n! > 2" fiirein n > 4.
IB: zu zeigen (n+1)! > 2",
Beweis der 1B:

I.V. n>4
(n+1)'=nl-(n+1) >2" - (n+1) > 2".2=2""

Die Aussage gilt also fiir alle n € N mit n > 4.

Aufgabe 4.7.
Zeigen Sie fiir x # 0 und n € Ny:

n+1

Losung zu Aufgabe 4.7.
IA: n=0

ISsn—>n+1
IV: Es gelte: > p_, 2% = 152

1—

n

+1 . .
- firein n > 0.
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. 1 _ n+2
IB: zu zeigen: Y ook = 52—

Beweis der IB:

n+1 n n+1
v, 1—x
E .’I/'k — E l’k + ‘,LJH‘l - 1— + l,?’H-l
— T
k=0 k=0

1— xn-i—l + l’n+1(1 o ZL’)

1—x
B 1— ZL’nJrlJ}
B 1—a
1— l,n+2
B 11—z
Aufgabe 4.8.
Zeigen Sie fir x # 1 und n € Ny:
n 1 . x2n+1
142%") =
H( +a7) 11—z
k=0
Losung zu Aufgabe 4.8.
Sei x # 1 beliebig, aber fest.
IA: n=0
0
1— 22
1+2*)=14z= v
kf:[O( +at) =1+r="—"
ISsn—>n+1
n+1
IV: Es gelte []r_,(1+2%) = l_ffm fir ein n > 0.
. k _g2nt?
IB: zu zeigen: [[}7,(1 +2%") = =2
Beweis der [B:
n+1 . n . v 1 $2n+1
2 _ 2 . 2"+1 -V, _— 2n+1
lg)(1+:v )_g(ux ) (+a") = (™)
B 1 o x2n+1 _|_ x2n+1 - $2n+1.2
N 11—z
1— 22"
- 1—a
Aufgabe 4.9.

Zeigen Sie fiir alle n € N gilt:

=

1
(1+E):7’L+1.

e
Il
—
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Losung zu Aufgabe 4.9.
IA: n=1

- 1
[[a+=2=1+1 v
k=1

ISsn—>n+1

IV: Es gelte J[;_,(14+ 1) =n+1 fiirein n>1.
IB: zu zeigen: [[7](1+ ) =n+2.

Beweis der IB:

[To+p=Tn+pas oy % menas

= n+l4+1=n+2

k=1 k

Aufgabe 4.10.
Beweisen Sie, dass fur jede reelle Zahl x > 0 und jede naturliche Zahl n > 2 gilt
2

(1—1—3:)”21—1—71:16—1-%352

Losung zu Aufgabe 4.10.

IA: n=2
22
(1+93)2:932+2x+121+2x+z$2 v
ISSn—n+1
IV: Es gelte (1—1—1:)”21—1—71:1:—1—%2:62 fiir ein n > 2.

IB: zu zeigen: (1+z)"™ > 1+ (n+ 1)z + W:UQ '

Beweis der IB:

1.V. 2
1+z)""=0+2)"(1+2) > (1+nz+ nsz)(l + )
2 2
1+nx+%x2+x+nx2+%x3

on? +4n + n’zx
4
on?+2n+1
:
(nzl) 72

Wobei wir bei (%) benutzt haben, dass 2n 4+ 1 < 4n + na? < 0 < n*z? 4+ 2n — 1, was
aufgrund der Positivitdt von x und der Tatsache, dass n > 2 gilt.

= 1l+(n+lz+uo

—
*
~

I+ (n+ 1)z +z

= 1+ (n+1z+

Aufgabe 4.11.
Zeigen Sie, dass 10" — 3" fiir alle n € N durch 7 teilbar ist.
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Losung zu Aufgabe 4.11.
IA: n=1
10'-3'=7 v

ISsn—>n+1

IV: Es gelte 10" — 3™ ist durch 7 teilbar fiir ein n > 1
1B: zu zeigen: 10"t — 37! ist durch 7 teilbar.
Beweis der IB:

10"t —3ntl —10".10—-3".3 = (10n B 3n) 347107
—— ~——
teilb.n.I.V. teilbar

Aufgabe 4.12.
Zeigen Sie, dass die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen durch
9 teilbar ist.

Losung zu Aufgabe 4.12.
At n=1
1P +2°4+3°=1+8+27=36 v

ISSn—-n+1

IV: Seien die Kuben dreier aufeinanderfolgender Kuben fiir ein n > 1 durch 9 teilbar.
IB: zu zeigen: (n + 1)3(n+ 2)%(n + 3)3 ist durch 9 teilbar.

Beweis der IB:

n+1P2+n+2°2+n+3)3 = 23+ n+1)>+ (n+2)%+ (9n? +27n + 27)
n*+(n+1°+ (n+2)7°+n*+3n+3)-9

J/ N

teilb.n.I.V. teilb.d.9

Aufgabe 4.13.
Es sei o # 0 und so dass

1
a+—€eZ

«

gilt. Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny dann sogar
1

"+ —€eZ

an

gilt.

Losung zu Aufgabe 4.13.
IA: n=0

1
a0+—0:1+1:2EZ v
(0]

1
a + — € Z nach Voraussetzung v
o
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ISSn—1n—->n+1
IV: Es gelte a”—l—o%neZ fir ein n > 0.
IB: zu zeigen: o™ 4+ Ly € Z.

1 1 _ 1
an-l—l - _ (Oz + a) (Ozn + _) (an 1 anil)
N——N ~~ ~~ d
. EZL €L , 7/
ez

Aufgabe 4.14.
Was ist am folgenden Beweis fiir die Behauptung:

Vn e N
gilt 4n =0 falsch?
IA: n=0

4-0=0
ISsn—>n+1

IV: 4k =0Vk <n

IB: 4(n+1)=0

Beweis der IBeh:

Es gibt ki, ks € Ng mit n+1 =k + ko und ki, ks # n , also gilt 4(n+ 1) = 4ky + 4ky = 0.

Lésung zu Aufgabe 4.14.
Fur n = 0 gibt es keine zwei ki, ks € Ny mit k1, bk <041 und 04+ 1 = ky + ko, denn
]{51, ko <1 1mphz1ert ki=0=ky also k1 + k3 =0.

Man muss immer priifen, dass der IS fiir die jeweiligen n durchfiithrbar ist!
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4.3 Aufgabenserie und Losungen

Aufgabe 4.1.
Beweisen Sie mittels vollsténdiger Induktion!

(a) ik = ()’
(b) Xy gr =2- 752
() Sojy cos((2k = 1)) = 3327
Hinweis: Nutzen Sie bei (c¢) die Additionstheoreme:
AT 1:  cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
AT 2:  sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
AT 3:  cos’(z) =1 — sin®(z).

Losung zu Aufgabe 4.1.

(a) IA: n=1

-

ey

w

|

[

|

—_

no

I
VO
[NCI NG)
N~~~
[N}

<

ISsn—-n+1

IV: Es gelte 37 k3% = ("+1)? fiir ein n > 1.
IB: zu zeigen: ZZQ k3 = (";2)2

Beweis der IB:

nt 4+ 23 +n2+4And +12n% + 12n + 4
4
n* 4+ 6n% +13n2 + 12n + 4
4
(n+2)%(n+1)?
4

((n+ 2)!)?

4(n!)?

(7Y
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(b) IA: n=1
: k 3 1+2
k=1
ISsn—-n+1
IV: Es gelte > | 9r =2 — %2 fiir ein n > 1.
IB: zu zeigen: Zii e =2— ”;;1:{2
Beweis der IB:
n+1 n
k E n+1
Z ok Z ok T on+1
k=1 k=1
LV. 5 1 +2 n+1
- o i on+1
_ 2n+4-n-—1
- - on+1
PN +1+2
 on+l
(c¢) IA: n=1
! sin(2z)
Zcos((% — 1)x) = cos(x) Az >sin(z) v
ISsn—>n+1
IV: Es gelte > 7 _, cos((2k — 1)z) = S;;Eﬂ fir alle n > 1.
IB: zu zeigen: 377 cos((2k — 1)z) = %
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Beweis der IB:

n+1

Z cos(2k — )z = Z cos((2k — 1)z) + cos((2n + 1)x)
k=1 k=1

~
=<

sin(2nx)
2sin(x)

in(2
AT1 sin(2n) + cos(2nz) cos(x) — sin(2nz) sin(x)

+ cos(2n + 1)z

2sin(x)
sin(2x) cos(2x)—cos?(x)
——— ——
_ sin(2nw) + 2sin(z) cos(x) cos(2nx) — 2sin(x) sin(x) sin(2nx)
B 2sin(x)
ar1 sin(2nz) + sin(2x) cos(2nx) 4 2(cos(2x) — cos®(x)) sin(2nx)
B 2sin(x)

sin((2n+2)x)+j<:f)s(2:1:) sin(2nx)

sin(2nx) + sin(2z) cos(2na) + 2 cos(2z) sin(2nz) —2 cos?(z) sin(2nz)

2sin(x)
AT? sin(2nz) + sin((2n + 2)x) 4 cos(2x) sin(2nz) — 2 cos?(z) sin(2nx)
2sin(x)
_ sin((2n + 2)z) + sin(2na)(1 — 2 cos?(x) + cos(2z))
2sin(x)
AT1 sin((2n + 2)z) + sin(2nx) El — 2cos?(z) + gOSQ(I) — sin2(x)5
2sin(z)
_ sin((2n + 2)x)
2sin(x)

Aufgabe 4.2.
Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt:

(a) n!>3"

(b) B2 < (7)™

(c) 4" >nt

Begriinden Sie ihre Aussage!

Losung zu Aufgabe 4.2.

(a) n=1 1=1<3"=3
n=22=2<3=9
n=3 3l=6<3*=27
n=4 41=24 < 3* =381
n=>5 5'=120 < 3% =243
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n==6 6!=720< 3%="729

n=7 T7=5040 > 37 = 2187
IA:n=7 V

ISsn—>n+1

IV: Es gelte n! > 3" firein n > 7.
IB: zu zeigen: (n + 1)! > 371
Beweis der 1B:

mtr1)l=@n+nl >3 n+1)"S 3. 3= 3

Also gilt die Aussage fiir alle n > 7.

n=1: 22 =121=(2)°

n=2: LE =L g (2)

__ 9. 31293 288 4 2\2
n=o: 74 20 <35 =(3)
IA:n=3 V
ISSn—-n+1

IV: Es gelte (”(gi)?n < (%)nfl fiir ein n > 3.

. en. (D220 oyn
IB: zu zeigen: T EtD) (5)
Beweis der IB:

((n+1)1)2 . 2nft _ (
(2(n+ 1)

12 (n))?.2. 2"
+2)(2n + 1)2n!
et 2(n + 1)
2n+2)(2n+1)
" 9(n+1)?
" 4n? 4 6n + 2
" 2(n41)?
(n+1)(4n +2)

)

)

).

) 2(n+1)
)

)

3
S |+

NS

(4n +2)

WIN WIN WIN W W Wi

Il
TN TN N TN N T

2n+2
An+2

wobei wir bei (%) benutzt haben, dass
gilt.
Also gilt die Aussage fiir alle n > 3.

n=14'=4>1*=1
n=2 42=16 #2* =16
n=3 43 =64 #3* =281
n=4 4* = 256 # 4* = 256
n=>5 4°>=1024 > 5* = 625
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4 Volistandige Induktion

IA:n=5 Vv

ISSn—n+1

IV: Es gelte 4™ > n* fiir alle n > 5.
IB: zu zeigen: 4" > (n + 1)*
Beweis der IB:

LV. (%)
4t =44 S At St dnP F et +dAn+ 1= (n+ 1!

Wobei wir bei (x) benutzt haben, dass 3n? > 4n3 + 6n% + 4n + 1 < 3nt — 4n3 — 6n% —
4n—1>0 & (n* —4n*)+(n* —6n*) + (n* —4n — 1) > 0 , was aufgrund von n > 5

>0 >0 >0
gilt.
Also gilt die Aussage fiir alle n > 5 und n =1

Aufgabe 4.3.
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass die Zahl n® — 4n fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 3 durch 3 teilbar ist.

Losung zu Aufgabe 4.3.
IA: n=3

33 -4.3=27-12=15

offensichtlich ist 15 durch 3 teilbar. Vv
ISSsn—n+1

IV: Sei n® — 4n fiir ein n > 3 durch 3 teilbar.

IB: zu zeigen: (n+1)% —4(n+ 1) ist durch 3 teilbar.
Beweis der IB:

(n+12%—4(n+1) = n*+3n*+3n+3—4n—4
3(n*+n+1)+ n® — 4n
— ——
teilbar durch 3 teilbar durch 3 nach I.V.

~
teilbar durch 3
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5 Relationen, Korper

5.1 Wiederholung - Theorie: Relationen

(a) Eine n-stellige Relation R zwischen den Mengen A, ..., A, ist eine Teilmenge
des kartesischen Produkts dieser Mengen, d.h. R C A; x ... x A, . Sind die Mengen
A;,t=1,...,n sdmtlich gleich der Menge A, so wird R C A" und heifit n-stellige
Relation in der Menge A.

(b) Eine 2-stellige (binédre) Relation R in der Menge A heifit

(a) reflexiv, falls Va € A: (a,a) € R.

(b) symmetrisch, falls Va,b € A: ((a,0) € R = (b,a) € R).

(c) antisymmetrisch, falls Va,b € A: ((a,b) € RA (bja) € R = a=0b).

(d) transitiv, falls Va,b,c € A: ((a,b) € RA(b,c) € R = (a,c) € R).

(c) Eine Aquivalenzrelation R in einer Menge M ist eine 2-stellige Relation in M,
welche reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(d) Eine Ordnungsrelation R in einer Menge M ist eine 2-stellige Relation in M,
welche reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

5.2 Wiederholung - Theorie: Gruppen, Korper

e Eine Gruppe (M, %) ist eine Menge M, auf der eine Verkniipfung * : M x M —
M, (m,n)+— mxn definiert ist, die den folgenden Axiomen geniigt:

(i) Assoziativitat: Vk,I,m eM : kx(Ixm)= (kxl)*xm.
(ii) Neutrales Element:  JImgVm €M : m*xmy=m =mgxm.
(iii) Existenz der Inverse: VmeMIneM : msxn=mg=nx*xm.

e Eine Gruppe (M, %) heifit ABELsch (nach dem norwegischen Mathematiker Niels
Henrik Abel (1802-1829)), falls ihre Verkniipfung zusétzlich noch kommutativ ist:
Ve, leM @ kxl=1I1xk.

e Ein Korper K ist eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen

x: K x K — K, (ki, ko) — ki * ks,
* : Kx K= K, (ki ko) — ki * ko
so definiert sind, dass
(K, *) eine ABELsche Gruppe mit neutralem Element e, ist,
(K \ e, %) eine ABELsche Gruppe ist
und zusétzlich das Distributivgesetz Va,b,c € K:a* (b*xc) = (axb)x (axc) gilt.
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5 Relationen, Kérper

5.3 Ubungsaufgaben und Lésungen

Aufgabe 5.1.

(a) Zeigen Sie, dass fiir gegebene a,b € R eine Losung = der Gleichung b = x+a eindeutig
ist.

(b) Multiplikation mit dem neutralen Element der Addition ergibt stets das neutrale Ele-
ment der Addition: 0-z=0.

(c) Ein Korper ist nullteilerfrei: Aus zy = 0 folgt zwingend, dass = = 0 oder y = 0
ist.

Losung zu Aufgabe 5.1.

(a) Dies ist wahr, denn sind x, 2’ zwei Losungen, dann gilt

a+(—a)=0 assoziativ

r = x4+ (a+(—a)) b=be

(r+a)+(—a) ="b+(—a) b=t (2" +a) + (—a)

assoziativ

'+ (a+ (—a)) =0

(b) Esgilt 04+0=0 (da 0 neutrales Element der Addition). Daher gilt auch

distributiv

0-2=(0+0) -z 0-2+40-x.

Andererseits gilt auch 0-2 =0+ 0- 2. Da wir nach (a) wissen, dass fiir gegebene a, b
eine Losung x der Gleichung b = x + a eindeutig ist, konnen wir 0-x = 0 folgern.

(c) Sei zy = 0 und angenommen x # 0. Dann hat z ein Inverses x~', und mit diesem
gilt

1 neutral xle=1 —_ assoziativ  _
=1 (z7 1)y = Y

=

utativ _1 (b
xy):x_l-Okomm:tt 0-z 1(:O.

Also folgt aus xy = 0 und x # 0 automatisch y = 0, wodurch die Aussage bewiesen
ist.

gilt 5/(a —a) und somit (a,a) € R = R ist reflexiv.

Aufgabe 5.2.
Zeigen Sie, dass durch ,, < “eine Ordnungsrelation auf der Menge der reellen Zahlen definiert
wird!

Losung zu Aufgabe 5.2.
Sei R C R x R die Relation, welche definiert ist durch: (z,y) € R <z <.

Wir miissen nun iiberpriifen, ob es sich wirklich um eine Ordnungsrelation handelt, also
miissen wir zeigen, dass die Eigenschaften: Reflexivitdt, Antisymmetrie und Transitivitit
erfiillt sind.
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5 Relationen, Kérper

(i) Fiir beliebiges © € R gilt = <z, daher (z,x) € R,, also reflexiv.
(ii) Seien z,y € R mit x <y und y < x, dann ist offenbar = = y, also antisymmetrisch.

(iii) Seien z,y,z € R mit * < y und y < z, dann gilt z < y < z, also insbesondere
r < z, womit die Transitivitdt gezeigt wére.

Also handelt es sich bei ,, < “wirklich um eine Ordnungsrelation auf der Menge der reellen
Zahlen.

Aufgabe 5.3. )
Zeigen Sie, dass durch ,, = “eine Aquivalenzrelation auf der Menge der reellen Zahlen definiert
wird!

Losung zu Aufgabe 5.3.
Sei R C R x R die Relation, welche definiert ist durch: (z,y) € R <z =y.

Wir miissen nun iiberpriifen, ob es sich wirklich um eine Aquivalenzrelation handelt, also
miissen wir zeigen, dass die Eigenschaften: Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitét erfiillt
sind.

(i) Fiir beliebiges z € R gilt = x, daher (z,z) € R,, also reflexiv.
(ii) Seien z,y € R mit z = y. Dann gilt auch y < x, also symmetrisch.

(iii) Seien z,y,z € R mit x = y und y = z, dann gilt * = y = z, also insbesondere
r = z, womit die Transitivitdt gezeigt wére.

Also handelt es sich bei ,, = “wirklich um eine Aquivalenzrelation auf der Menge der reellen
Zahlen.

Aufgabe 5.4.
Zeigen Sie dass V2 keine rationale Zahl ist!

Losung zu Aufgabe 5.4.
Angenommen es gibt eine Darstellung von /2 in den rationalen Zahlen, dann folgt, dass

i
n

mit teilerfremden m € Z und n € N. Es folgt weiterhin, dass
2n* = m?

durch Quadrierung beider Seiten. Also 2|m? (zwei ist Teiler von m?), daher auch 2|m.
Daher besitzt m die Darstellung

m = 2p, p € Z.

Es folgt, dass
2n? = (2p)? = 4p*
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5 Relationen, Kérper

also gilt 2|n? = 2|n. Damit ist gezeigt, dass m und n durch zwei teilbar sind, was wir aber
ausgeschlossen haben. Daher war unsere Annahme falsch und v/2 ¢ Q.

Aufgabe 5.5.

(a) Ist die Menge {0,1} mit den folgenden Operationen ein Koérper?

0+0 = 0, 0+1 = 1, 140 = 1, 1+1 = 0,
0-0 = 0, 0-1 = 0, 1-0 = 0, 1-1 = 1
(b) Kann man diesen Korper anordnen?
Losung zu Aufgabe 5.5.
(a) Korperaxiome beweisen:
A;: (a+b)+c=a+(b+c)
a b cla+b|(a+b)+c|b+c|a+(b+c)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
01 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1
Az: a+b=b+av
Mi: (a-b)-c=a-(b-c)
a b cla-b|(a-b)y-c|b-cla-(b-c)
00 0] O 0 0 0
0 0 1] 0 0 0 0
01 0 O 0 0 0
01 11 0 0 1 0
1 0 0] O 0 0 0
1 0 1| O 0 0 0
1 1 0] 1 0 0 0
1 1 1] 1 1 1 1

My: a-b=b-a Va,bv
D: a-(b+c¢)=a-b+a-c
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5 Relationen, Kérper

a b clb+c|la-(b+c)|a-b a-cla-b+a-c
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1 0

Ja, denn die Operationen sind assoziativ, kommutativ, distributiv, und es gibt neutrale
Elemente sowie Inverse.

Dies ist iibrigens der kleinstmogliche Korper (der ja mindesten die beiden neutralen
Elemente enthalten muss) und das einfachste Beispiel fiir einen endlichen Kérper. Er
wird manchmal Fy genannt (Zahlenkérper (engl. number field) mit 2 Elementen).
Man kann die Elemente von Fy als (Rest-)Klassen auffassen. Beispielsweise wenn man
0 mit der Klasse aller geraden ganzen Zahlen identifiziert und 1 dementsprechend mit
der Klasse der ungeraden Zahlen. Dann bedeutet also 1+ 1 = 0 nichts anderes als,
dass die Addition zweier ungerader ganzer Zahlen eine gerade Zahl ergibt.

(b) Wiare 0 < 1, dann wiirde 1 =0+1 <1+ 1 =0 gelten, Widerspruch. Also kann man
diesen Korper nicht anordnen.

Aufgabe 5.6.
Auf der Menge R x R = R? seien folgende Operationen definiert (a,b,c,d € R):

Addition @ : R? x R? — R?: (a,b) ® (¢,d) := (a +¢,b+ d),
Multiplikation ® : R? x R? — R?: (a,b) ® (¢, d) := (ac — bd, ad + bc).

Zeigen Sei dass der R? mit diesen Operationen ein Koérper ist!

Losung zu Aufgabe 5.6.

Um zu zeigen, dass es sich wirklich um ein Korper handelt, miissen wir die entsprechenden
Axiome nachpriifen. Zuerst iiberpriifen wir, ob es sich bei der Verkniipfung @ : R?xR? — R?
um eine abelsche Gruppe handelt. Im Folgenden seien a,b,c,d,e, f € R.

Als erstes miissen wir die Abgeschlossenheit zeigen, also dass wirklich @ : R? x R? — R?
gilt:

((a , b )®(c , d)=(ac—bd,ad+ bc)

_€R € €R R R R

- (. J/

~~

6?1@ €R? e}gz
Es gilt das Assoziativgesetz:
((a,0) ® (e,d))® (e, f) = (a+c,b+d)®(e,f)=(a+c+eb+d+ f)
= (a,b)® (c+e,d+ f)
= (a,b) ® ((c,d) ® (e, f))-

Desweieteren existiert ein Neutrales Element beziiglich der Addition (Nullelement), ndmlich
(0,0), denn es gilt:

(a,b) ® (0,0) = (a+0,b+0) = (a,b) = (0+ a,0+b) = (0,0) & (a, b).
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5 Relationen, Kérper

Hinzu kommt die Existenz des Inversern beziiglich der Addition (Negatives)
(a,b) ® (—a,—b) = (a+ (—a),b+ (=b)) = (0,0) = (—a+a,—b+b) = (—a, —b) & (a,b).
Dann noch die Kommutativitét
(a,0) ® (¢,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+b) = (c,d) & (a,b).

Daher handelt es sich bei der Verkniipfung & : R? x R? — R? um eine abelsche Gruppe.

Jetzt miissen wir iiberpriifen, ob es sich ber der Verkniipfung ® : R? x R? — R? um eine
abelsche Gruppe handelt.

Als erstes miissen wir die Abgeschlossenheit zeigen, also dass wirklich ® : R? x R? — R?
gilt:
((a , b )o(c , d)=(ac—>bd,ad+ bc)
€R  €R €R  €R eR eR

. 7 N _
-~ -~

~~
€R2 €R? cR2

Es gilt das Assoziativgesetz, dazu seien a,b,c,d,e, f € R:

((a,b) ® (¢,d)) © (e, f) = (ac—bd,ad+ bc)® (e, f)
(ac —bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)

(
(
(ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee)
(
(
(a,

a(ce — df) — b(ef + de),a(cf + de) + b(ce — df))
a,b) ® (ce — df,cf + de)
b) © ((¢,d) © (e, f)).

Desweiteren existiert ein Neutrales Element beziiglich der Multiplikation (Einselement),
namlich (1,0), denn es gilt:

(a,b) ®(1,0) =(a-1,b0-1) = (a,b) = (1-a,1-b) = (1,0) ® (a,b).

Hinzu kommt die Existenz des Inversern beziiglich der Multiplikation (ausgenommen ist
davon das Nullelement)

a —b
b
(00)® (5 )
= a B —b —b b a )
-\ a? + b2 a2+b2’a a? + b2 a? + b2
2 b2
— (L,Q)
a? + b?
= (170)
a® +b?
— —2+b2,0)
a —b a —b
- (= .4 b b )
(a2+b2 “ a?+b2 a4 b2 +a2—|—62 @)
—b
S~ ) © (a,b)

a? + b2’ a2 + b2
Dann noch die Kommutativitat

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db,da + cb) = (¢,d) ® (a,b).
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5 Relationen, Kérper

Daher handelt es sich bei der Verkniipfung ® : R? x R? — R? um eine abelsche Gruppe.

Zu guter Letzt miissen wir noch das Distributivgesetz nachweisen:

(a,0) © ((¢,;d) ® (e, f)) =

Damit haben wir gezeigt, dass der R?

b) ©(c+ed+ f)
(c+e)—=bld+ f),ald+ f) +blc+e))
ac+ ae —bd — bf,ad + af + bc + be)
ac —bd + ae — bf,ad + bc + af + be)
ac — bd,ad + bc) & (ae — bf, af + be)
a,b) © (¢, d) & (a,b) © (e, f)

mit & und ® wirklich zu einem Korper wird. Spéter

(a,
(a
(
(
(
(

werden wir sehen, dass es sich hier um den Korper der komplexen Zahlen handelt.
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5 Relationen, Kérper

5.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 5.1.

Auf der Menge Z der ganzen Zahlen seien die beiden folgenden Operationen definiert:
Tropische Addition D:LXT— 7, a® b := min(a,b),

Tropische Multiplikation ® : Z X Z — 7Z, a®b:=a+b.

(a) Gelten fir @ das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz?
(

b

)

) Gelten fiir ® das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz?

(c) Gilt fiir die Addition @ und die Multiplikation ® das Distributivgesetz?
)

(d) Wird Z mit der Tropischen Addition und der Tropischen Multiplikation zum Kérper?
Beweisen Sie alle Antworten!

Losung zu Aufgabe 5.1.

(a) Wir iiberpriifen, ob fiir @& das Assoziativgesetz gilt, also Va,b,c € Z : a ® (b ® ¢) =
(a @ b) ® c. Dabei miissen wir drei Fille unterscheiden:

(i) a < b und a < ¢: Dann gilt @ < min(b,¢) und daher auch a & (b & )
min(a, min(b, ¢)) = a. Und andererseits auch (a @ b) ® ¢ = min(min(a,b),c) =
Weshalb wir insgesamt a @ (b @ ¢) = a = (a ® b) @ ¢ erhalten.

(i) b <a und b < c¢: Dann gilt a ® (b® ¢) = min(a, min(b, ¢)) = min(a,b) = b. Und
andererseits gilt auch (a @ b) & ¢ = min(min(a, b), ¢) = min(b, ¢) = b. Weshalb wir
insgesamt a ® (b&c) =b= (a®b) & ¢ erhalten.

(ili) ¢ <a und ¢ <b: Dann gilt a ® (b @ ¢) = min(a, min(b, ¢)) = min(a, c) = ¢. Und
andererseits gilt, wegen ¢ < min(a,b), auch (a @ b) @ ¢ = min(min(a,b),c) = c.
Weshalb wir insgesamt a @ (b @ ¢) = c = (a @ b) ® ¢ erhalten.

Wir iiberpriifen, ob fiir & das Kommutativgesetz gilt, also Va,b € Z : a ® b = b D a.
Dabei miissen wir zwei Félle unterscheiden:

(i) @ <b: Dannist a® b= min(a,b) =a =min(b,a) =bd a.
(ii) b <a: Dannist a ® b= min(a,b) =b=min(b,a) =bDa.

(b) Wir iiberpriifen, ob fiir ® das Assoziativgesetz gilt.
a®boc)=a0(b+c)=a+b+c=(a+b)Oc=(a®b) O, a,b,c € Z.
Wir iiberpriifen, ob fiir ® das Kommutativgesetz gilt.
a®b=a+b=b+a=b0a a,beZ.

(c) Ja, es gilt Ya,b,c€Z:a® (bBc)=(a®b)® (a®c).

a) L.Fall b < ¢: Dannist a ® (b@® ¢) = a + min(b,c) = a+b. Aus b < ¢ folgt
a+b<a+c und damit a ©b® a ® c = min(a + b,a+ ¢) = a + b. Es gilt also
a®bdc)=a+b=a0b®abec.
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b) 1.Fall ¢ < b: Dann ist a ® (b @ ¢) = a + min(b,¢c) = a +c. Aus ¢ < b folgt
a+c<a+bund damit a ©b® a ® ¢ = min(a + b,a + ¢) = a + c¢. Es gilt also
a®bdc)=a+c=a0bdabGec.

(d) Nein. Beweis per Widerspruch. Annahme Z mit @& und ® sei ein Koérper. Dann existiert
ein neutrales Element bezgl. &, also AN € Z Ya € Z : N ®a = a. Weil Z induktiv ist
liegt mit N auch b:= N+ 1 in Z. Dann folgt N ®b=min(N,N+1) =N # b, da
es das eindeutig bestimmte neutrale Element ist, sollte aber b herauskommen, also Wi-
derspruch. Das heifit unsere Annahme war falsch und Z mit den beiden Verkniipfungen
ist kein Korper.

Aufgabe 5.2.

(a) Zeigen Sie, dass durch 2|(b—a) (2 teilt b—a) eine Aquivalenzrelation auf Z definiert

wird.

(b) Zeigen Sie, dass C eine Ordnungsrelation auf Mengen darstellt.

Losung zu Aufgabe 5.2.

(a) Sei R C Z x Z die Relation, welche definiert ist durch: (a,b) € R < 2|(b—a).

Es ist nun zu zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

(i)
(i)

(i)

Da a—a =0 und 2|0 fiir beliebiges a € Z, gilt 2|(a — a) und somit (a,a) €
R = R ist reflexiv.
Da 2|a = 2|(—a) fiir beliebiges a € Z, gilt auch 2|(b—a) = 2|—(b—a), also
2|(a —b)

= R ist symmetrisch.
Da aus 2|z und 2|y auch 2|(z + y) fiir beliebige z,y € Z folgt (die Summe

zweier gerader ganzer Zahlen ist wieder gerade), erhalten wir mit z = b — a und
y=c—>b,dass r+y =c— a, woraus die Transitivitat ersichtlich ist.

(b) Es ist zu zeigen, dass C reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(i)

(i)

(i)

Da jede Menge A Teilmenge von sich selbst ist, haben wir Reflexivitét.

Genauer: AC A & Va:(a€ A= ac A), wobel die letzte Implikation
trivial ist.

Ist AC B und B C A, so gelten nach Definition Vz : (z € A = = € B) und
Ve : (z € B= x € A). Das ist aber zusammengefasst Vz : (r € A < v € B).
Dies wiederum heifit nichts anderes als, dass die Mengen A und B gleich sind.
Damit folgt die Antisymmetrie.

Ist ACB und B C (', soist auch A C C', so dass auch Transitivitiat vorliegt.

Genauer: Es gilt dann Vz : (xt € A = 2 € B) und Vo : (z € B =z € (),
was zusammengefasst Vo : (r € A = v € B = x € () ergibt. Daraus folgt
aber direkt, dass Vx : (r € A = x € () gilt, was nach Definition mit A C C
ibereinstimmt.
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Aufgabe 5.3.
Zeige, dass die Zahl V3 keine rationale Zahl ist.

Losung zu Aufgabe 5.3.
Angenommen es gibt eine Darstellung von /3 in den rationalen Zahlen, dann folgt, dass

iom
n

mit teilerfremden m € Z und n € N. Es folgt weiterhin, dass
3n? = m?

durch Quadrierung beider Seiten. Also 3|m? (Drei ist Teiler von m?), daher auch 3|m.
Daher besitzt m die Darstellung

m = 3p, pE L.

Es folgt, dass

3n? = (3p)? = 9p?
also gilt 3|n? = 3|n. Damit ist gezeigt, dass m und n durch drei teilbar sind, was wir aber
ausgeschlossen haben. Daher war unsere Annahme falsch und V3 ¢Q.

Aufgabe 5.4.

Es sei {a,}5°, die Anzahl der Kaninchenpaare im Monat n . Jedes Kaninchen bringt im Mo-
nat ein neues Paar hervor. Jedes Paar gebért erstmals im zweiten Monat nach der (eigenen)
Geburt. Todesfille bleiben unberiicksichtigt. Im Monat 1 gibt es genau ein Kaninchenpaar.

(a) Zeigen Sie, dass a2 = apy1 +a, fir n=1,2,... mit a; =ay = 1.

(b) Berechnen Sie die Folgenglieder ag, ..., ass .

(c) Zeigen Sie, dass fur a, = \/ig [(%) — (1_*/5> } fir n=1,2,... gilt.

Losung zu Aufgabe 5.4.

(a) Sind nach n Monaten a, Paare von Kaninchen vorhanden und nach n + 1 Monaten
a,+1 Paare von Kaninchen, dann sind nach n + 2 Monaten neben den a,,; Paaren
von Kaninchen noch a,, neue Paare hinzugekommen (denn aufler den Paaren, die nach
n+2 Monaten genau einen Monat alt sind (in diesem Fall die Differenz von a,, .1 —a,, ),
haben alle Paare jeweils noch ein weiteres Paar geboren).

(b) Die Folgenglieder 3 bis 33 sind

as Qy as Qg a7 asg Gy @10

2 3 5 8 13 21 34 55

ai 12 13 a4 15 Q16 aiy aig a19 @20

89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765

a21 22 @23 a24 Q25 Q26 Aoy Q28 @29 @30

10946 17711 28657 | 46368 | 75025 | 121393 | 196418 | 317811 | 514229 | 832040
asi a32 33
1346269 | 2178309 | 3524578
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5 Relationen, Kérper

1 ((1+v5\ [1-v5)
e

kann mittels vollstdndiger Induktion bewiesen werden.

(c) Die explizite Formel

IA: Da die Rekursionsformel zweistufig ist, besteht der Induktionsanfang aus zwei
Schritten: dem Nachweis der Giiltigkeit von Formel (5.1)) fiir a; und as.

Mit n =1 ist
1 (1445 1_ -5 L (V5= VE) 1 (25
NG 2 2 V5 2 Vs 2
Mit n =2 ist

1 [ (1+V5 2_ VAN 1 (142V545-(1-2V5+45)

NG 2 2 RV 4

1 [4VB) .
V5 4
IS : Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die Formel (5.1) fiir n und

n + 1 giiltig ist. Die Induktionsbehauptung besteht dann darin, dass die Formel
(5.1) auch fiir n+2 gilt. Dies kénnen wir nun mit Hilfe der Rekursionsvorschrift

nachpriifen:
(p+2 = Qp + Gpy
rv. 1 1+v5) 1-v5\ 1 143 n+1 B nt1
N E 2 N ) "’E 5 — 5
1 1+\/3 " 1_|_\/3 1_\/3 n 1_\/3

= E 9 <1+ 5 >—< 5 ) <1+ 5 >>
1 ([(1+VB\ [3+5 B\ (35—

N ﬁ 2 2 - 5 5

&2 1 ((1+v5\ (1+v5) [(1-vB) [1-v5)

N ﬁ 2 2 - 9 5

B 1 1+5 n+2 15 n+2

a ﬁ 2 - 92

Dabei haben wir benutzt, dass

ot

<1+\/5>2 _ L42/B45  _ 346
2 4

(17\/5) 19545
2 4

gilt.
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6 (Un)gleichungen

6.1 Wiederholung - (Un)gleichungen

(a) Seien X eine Menge und S(z) sowie T'(x) Termein z € X'.

a) Eine Gleichung auf X ist eine Aussageform der Gestalt S(x) = T'(z), wobei S
und 7" Terme in z € X sind.
Die Menge {x € X : S(z) = T(x)} heifit Lésungsmenge der Gleichung.

b) Eine Ungleichung auf X ist eine Aussageform der Gestalt
S(x) < T(x) oder S(z) > T(z) oder S(x) < T(x) oder S(x) > T(x),
wobei S und 7" Terme in x € X sind. Die Losungsmenge der Ungleichung ist
analog definiert.
Bem.: Zahlenbereiche sind beispielsweise die Mengen N, Ny, Z, Q, R, R, C.
Im Weiteren werden wir fiir x € X die Menge R oder eine ,natiirliche* Teilmenge
D C R verwenden.
(b) Das Losen einer Gleichung oder Ungleichung iiber R bedeutet die Bestimmung der
Losungsmenge der Gleichung als
a) Aufzéhlung der Elemente der Menge,
b) als Intervalle,
c¢) oder als endliche Vereinigung der beiden erstgenannten Mengentypen.

Bsp.: Spezielle Teilmengen von R sind Intervalle. Seien a,b € R mit a < b. Dann
gibt es

a) beschriankte Intervalle, welche wir nochmals unterteilen in
i. offene Intervalle wie bspw. Ja,b[:={x € R: a < x < b},
ii. abgeschlossene (kompakte) Intervalle wie bspw. [a,b] == {z € R: a <z <

b},
iii. degenerierte Intervalle wie bspw. Ja,a[=0, [a,a] = {a},

iv. halboffene Intervalle wie bspw. [a,0[;={z € R: a <z < b}, la,b] :={z €
R:a<xz<b}

b) uneigentliche oder unbeschrénkte Intervalle wie beispielsweise
o |—oco,a={reR: z<a},
o |—o0,al ={reR:z<a}
o |a,o0[={reR: z>a},

la,00[={reR: z>a}

und speziell | — oo, 00[:=R.

Bem.: —c0, oo sind keine Zahlen!!!
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6 (Un)gleichungen

(c) Unter einer dquivalenten Unformung einer Gleichung S(x) = T'(z) versteht man
eine Umformung, welche die Losungsmenge L nicht verdndert:
a) Addition/Subtraktion eines r € R:  S(z)£r=T(x)£r,

b) Multiplikation eines r € R mit r #£0:  S(x)r =T(z)r,
S) _ T(z)

T r 0

)

)
d) Addition/Subtraktion eines Terms R(x): S(x)+ R(x) =
e) Multiplikation eines Terms R(z), der nirgends 0 wird: 5

c¢) Division eines r € R mit r #0:

R(z) = T(x)R(x),

S@) _ T
R(z) R(zx) *

T(x) + R(x),
)

f) Division eines Terms R(zx), der nirgends 0 wird:

Bem.: Im Allgemeinen nichtéquivalente Umformungen sind beispielsweise
a) Quadrieren:  (S(z))* = (T(x))?,
b) Betrag bilden:  |S(x)| = |T(x)|,
¢) Multiplikation eines Terms R(z): S(x)R(x)=T(x)R(x),
In diesen Fillen bleibt die Losungsmenge gleich oder vergroflert sich!
Bem.: Manche Umformungen sind nicht sinnvoll:

Division durch 0 oder Division durch einen Term, der irgendwo auf D Null wird.

(d) Unter einer d&quivalenten Unformung einer Ungleichung S(z) < T'(z) versteht
man ebenfalls eine Umformung, welche die Losungsmenge L nicht veréndert:

a) Addition / Subtraktion eines Terms R(x): S(x)+ R(z) < T(z) £ R(x),
b) Multiplikation eines Terms R(x), der immer > 0 wird: S(z)R(z) < T(x)R(z),

¢) Multiplikation eines Terms R(z), der immer < 0 wird, und Relation umkeh-
ren:

S(z)R(z) > T(z)R(x),

d) Division eines Terms R(z), der immer > 0 wird: ;g)) < ggi% :
e) Division eines Terms R(z), der immer < 0 wird, und Relation umkehren:
R > TG

(e) Anordnungsaxiome:
a) Fir jedes x € R gilt genau eine der drei Bezichungen: = >0, 2 =0, —x >0.
b) Sind x >0 und y > 0, so folgt z+y > 0.
¢) Sind x>0 und y > 0, so folgt zy > 0.
Insbesondere folgt aus (c), dass fiir alle x # 0 die Bezichung z? > 0 gilt.

>
(f) Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist definiert als |z| := _i i - 8’
Das bedeutet insbesondere, dass fiir ein ¢ > 0 die Ungleichung |z| < ¢ dquivalent zu

—c <z <c ist.
(g) Fiur alle z,y € R gilt die Dreiecksungleichung

|z +y| < |z + |yl
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6 (Un)gleichungen

6.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 6.1.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir z,y € R gilt 22 + y* > 2zy

(b) Fiir 2,y € R gilt [|z] — |y [ < |z —y]
Losung zu Aufgabe 6.1.

(a) Fiir jedes a € R gilt a® > 0. Setzen wir nun a :=z —y.
Dann gilt auch (x —y)?> >0, d.h. 2? — 2xy +y* > 0, und somit z* + y* > 2xy.

(b) Es gilt die Dreiecksungleichung |a + b| < |a| 4 |b| und somit fir a =2 —y und b=y

auch
z|=lz—y+y| <|lz—yl+ly & |z[-|y<|z—y|

Umgekehrt folgt mit a =y — x, b = x aber auch

yl=ly—z+z[<|lv—yl+lz] & Jl—|z|<|lv—y < —(2|-|y|) <|z—yl

Demnach gilt insgesamt

—lz—yl < |zl =|yl < |lz—yl & |lz]=|y|| <]z —yl

Aufgabe 6.2.
Fiir welche reellen Zahlen z gilt:

(a) z+2>4—x
(b) 3—2x>2—-9
)

(

+1<3-2x

(c

d) =2 <z

wI|g
ol

(e) 3555 =2

(f) v —1< 2]

r—2

(g) 2 <3

(h) S5 > 1

Losung zu Aufgabe 6.2.
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6 (Un)gleichungen

(a) Es gilt

rT+2 > 44—z
20 > 2
x > 1,

also fiir alle z € (1,00).
(b) Es gilt

3—2x > x—9
12 > 3z
4 > =z,

also fiir alle z € (4,00).

(c) Es gilt
1 3
1 3
S0 < 2
(5+3) <
11
—z < 2
6
12
T P
11
also fiir alle z € (o0, 12].
(d) Wir betrachten 2 Félle
(1) Fall: <2, dann gilt:
T — 2 -
x
4 -2z
r—2 < 4dx—22°
0 < —22°43z+2
3
0 > 2%— ax -1,
was auf die beiden Losungen z; = —%,xz = 2 fiithrt. Also z € (—%, 2)
(2) Fall: > 2, dann gilt:
T —2 -
x
4 -2z

r—2 > 4r — 222
0 > —222+32+2

2

0 < 22— -2z —1,

2

was auf die beiden Losungen z; = —%, xo = 2 fithrt. Also z € (2,00).
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6 (Un)gleichungen

Insgesamt erhalten wir demnach z € (—1,00)\ {2}.

(e) Wir unterscheiden wieder 2 Fille
(1) Fall: z < 2, dann gilt:

3r +2 S 9
3—2x —
3r+2 > 6—4x
Tx > 4
S 4
l‘ f—
- 77
4 3
also = € [7,3).
(2) Fall: z > 2 dann gilt:
3r + 2 S 9
3—2x —
3r+2 < 6—4x
Tr < 4
- 4
x f—
77
was aufgrund von z > % nicht moglich ist.
. . . 4 3
Demnach ergibt sich insgesamt x € [z, 7).
ir miissen wieder 2 Félle unterscheiden:
f) Wir mi ieder 2 Féll heid
(1) Fall: z > 2, dann ergibt sich
2r — 4
-1 <
v x—2

(—1(x—-2) < 2x—4

2 —5r+6 < 0,

woraus sich die Losungen x; = 2,9 = 3 ergeben, es folgt = € (2,3).
(2) Fall: z <2, dann ergibt sich

2 — 4
T —2
(x—1)(z—2) > 2z—4

> =5 +6 > 0,

z—1

woraus sich die Losungen x; = 2,9 = 3 ergeben, es folgt = € (—00,2).
Insgesamt erhalten wir demnach z € (o0, 3)\ {2}.

(g) Wir miissen wiederrum 2 Fille unterscheiden:
(1) Fall: z < 2, dann folgt

4r + 3 < 3
5—2x
dr+3 < 15— 6z
10z < 12
6
r < -,
- 5
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6 (Un)gleichungen

demnach z € (o0, &].

(2) Fall: z > 2, dann folgt

4 + 3 < 3
5—2x —
dr+3 > 15— 6z
10z > 12
r > 0
57

demnach z € (2, 00).

Insgesamt ergibt sich demnach z € {(—o0, 8] U (3,00)}.

(h) Esgilt 224+ 2+6>0 VzeR, daher

224+ 6x+4
_— > 1
22+x+6
2 4+6r+4 > 224+2+6
5¢ > 2
- 2
x J—
57

also x € (2,00).

Aufgabe 6.3.
Geben Sie alle Losungen der Ungleichung

|z — 2| < |z — 3|

an, wenn a) x € R ist und skizzieren Sie jeweils die Losungsmengen!

Losung zu Aufgabe 6.3.
reR:

Fall z > 3:
Die Ungleichung lautet dann * —2 <x —3 < —2< —3 = falsche Aussage

Fall 2 <2 < 3:
Die Ungleichung lautet dann z —2 <3 —x & z < g .
Wir erhalten das Intervall [2,2[.

Fall z < 2:

Die Ungleichung lautet dann 2 —z <3 —2x < 2<3 = wahre Aussage
Wir erhalten somit das Intervall | — oo, 2|.

Die Losungsmenge ist demnach L = | — oo, 2.

2
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6 (Un)gleichungen

Alternativer Losungsweg: Quadrieren beider Seiten ergibt

lz -2 < [z-3 & (@—-2? < (z-3)?% & 22 —4dox+4 < 2> —60+9

& <3 & ze]l-ool

Aufgabe 6.4.

(a)
(b)

Bestimme alle z € R mit |z —2[+2< 1.

Bestimme alle z € R mit |2 — |1 —|z||| < 3.

Losung zu Aufgabe 6.4.

(a)

Zunichst einmal muss x # 0 gelten, sonst ist die rechte Seite nicht definiert. Deswei-
teren kommen nur positive x in Frage, sonst ist die linke Seite positiv, die rechte aber
negativ.

1. Fall: Fiir 0 <2z < 2 gilt

1
lt—2/+2<~ & —(z-2)+2<1/z & 2°—4r+12>0,
X

d.h., dass die obigen Ungleichungen alle dquivalent sind. Die rechte Seite der letzten
Ungleichung stellt eine nach oben gevffnete Parabel mit den Nullstellen z; = 2 — /3
und 2+ /3. Somit ist im Fall # € D = ]0,2[ die Losungsmenge L = ]0,2 — /3].

2. Fall: Fiir 2 <z gilt

1
lz—2[+2< - & (z-2)+2<1/z & <1
T

Da die letzte Ungleichung nur fiir € [—1,1] eine wahre Aussage darstellt, wir uns
aber im Fall x > 2 befinden, ist die Losungsmenge hier leer.
Wir gehen bei dieser Gleichung schrittweise vor:

1. 2—2|<3 & [2—-2|<3 & -3<:z-2<3 & -—-1<2z<5,

2. -1<1—-yl<5 & 0<|ly—-1<5 & -5<y—-1<5 & —4<
y<6,

3. -4<z|<6 & 0<|z[|<6 & —6<z<6.

Damit ist die Losungsmenge also L = [—6,6] .

Aufgabe 6.5.

Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:
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6 (Un)gleichungen

(a) ab§‘12—2+§ fir a,b e R
(b) (CAuCHY-SCHWARZ-Ungleichung)

Z|akbk| < (Zai) (Zbi) fir aq,...,an,b1,...,0, €R
k=1 k=1 k=1

Losung zu Aufgabe 6.5.

(a) Fiir beliebige a,b € R gelten die Aquivalenzen
0<(a—b)?* & 0<a*—-2ab+0* & 2ab<a*+b & ab

(&%)

Falls A = 0, dann sind alle a = 0,k = 1,...,n und die Ungleichung degeneriert
zu 0 < 0, was aufgrund der Reflexivitit von < erfiillt ist. Falls B = 0, dann sind
analog alle b, = 0,k = 1,...,n und die Ungleichung degeneriert ebenfalls zu 0 < 0.
Demnach seien ohne Beschrankung der Allgmeinheit A, B > 0.

AN
m|gm
+
|

(b) Wir definieren zunéchst

N
I
VR
el
3
iR
)
TN
~_
SIS

Fir k=1,...,n definieren wir jetzt a; = |ka| sowie [ = % . Dann gilt

Zn:ak = Z|ak| kzl =1 sowie anﬁz = Zn:“gf = k:é2 = 1.
k=1 k=1 k=1

Damit gelangen wir zu

2 1t bl <ol b W a2 @y St
— T = gl < o
A B ~AB & A B & = Z\2 " 2

Nach Multiplikation von A und B erhalten wir die gesuchte Ungleichung.

Aufgabe 6.6.
Bestimmen Sie {iber R die Lésungsmengen von folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen:

(a) |z —2| = 32 —4.

(b) Ve+1—+vz2—1 = 0.
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(f)

6 (Un)gleichungen

log,(125) = 3.

Losung zu Aufgabe 6.6.

(a)

(b)

(c)

|z —2| = iz —4. Da die linke Seite stets groBer oder gleich 0 ist, muss es die rechte
Seite auch sein, also muss insbesondere %x > 4 sein. Demnach betrachten wir nur

x > 8. Dann lautet die Gleichung
x—2:1:c—4 & lx: -2 & = —4
2 2
Diese Losung ist jedoch negativ und damit nicht groBer oder gleich 8. = L =1.

Vi+l—-vVa2—-1 =0 < Vre+1l=+va2—-1 = z+41 =22—-1Az>-1.

Dies fithrt auf die quadratische Gleichung z* —x —2 = 0, welche die Losungen /5 =
% besitzt, welche beide > —1 sind. Eine Probe bestétigt, dass es sich nicht um
Scheinlésungen handelt. = L ={-1,2}.

L < |z —2[. Fiir = —1 ist die linke Seite zunéichst einmal nicht definiert.
Fall 1: < —1 Dann geht die Ungleichung iiber in
-1
x+1 <2-z & x-1>02-2)(z+1) & x-1>2+z—2°
x

Das ist wiederum #quivalent zu z? > 3. Da wir uns im Fall # < —1 befinden, erhalten
wir daraus das Intervall | — oo, —v/3].

Fall 2: 2> 2 > —1 Dann geht die Ungleichung iiber in

r—1
z+1

<2-72 & 2-1<2-2)(z+1) & 2-1<2+4+z—2°

Das ist wiederum Aquivalent zu z? < 3. Da wir uns im Fall 2 > x > —1 befinden,
erhalten wir daraus das Intervall | — 1,/3].

Fall 3: x > 2  Dann geht die Ungleichung iiber in

r—1

<r-2 & r-1< (z-2)(z+1) & z-1< 2°—2-2.
r+1

Das ist wiederum dquivalent zu 0 < 22> — 2z — 1. Dies ist eine nach oben gedffnete
Parabel mit den Nullstellen 1+ /2. Da wir uns im Fall z > 2 befinden, erhalten wir
daraus das Intervall [1 4 /2, 00].

Somit ergibt sich die Losungsmenge als Vereinigung der drei erhaltenen Intervalle zu

L =]-00,—V3 U]=1,v3 U [1+V2 0]

(%)55677 _ (1796)33714 PN (%)7751 _ (%)Iflﬁl o (%)775x _ (§>2I728‘
Dies ist wiederum &quivalent zu
logs (4)77" = logs (1) & T-52 = 20-98 & 35 = Tw = L={5}.
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6 (Un)gleichungen

(e) logy(z) = 3 & 2=l = 23 & 2 =23 = [ ={8}.

(f) log,(125) = 3 & 2902 = 23 & 125 = 2® & 1=5 = L=/{5}.

Aufgabe 6.7.
Man ermittle alle reellen Zahlen z, fiir die gilt

z+1 z—1
b) ZH+m=1,

Losung zu Aufgabe 6.7.

Es sollten die Losungsmengen der Ungleichungen %5 + ﬁ >1, =1 und < 1 ermittelt

werden. Fiir die Zahlen {-1,1} ist die linke Seite nicht definiert. Fiir alle anderen Zahlen gilt

T 1 ze-1)+1x+1) 2*+1

x+1+:c—1 2 —1 x2—1

(a) Da 224+ 1 > 1 > 0 kann die linke Seite der Ungleichung i;f} > 1 nur in dem Fall

22 — 1 > 0 positiv sein. Wir erhalten dann

T 1 2+ 1
+ >1 <

>1 & 2241>22-1 < 1>-1.
z+1 x-—-1 2 —1 v v

Die letzte Aussage ist immer wahr, bringt also keine neuen Einschrankungen. Somit
ist die Losungsmenge

L={reR:2*-1>0} = {reR:2>1}U{reR:2 < -1} = ]—0c0,—1[U]1,0].
(b) Es gilt
1 241
T 4 Sl e TP & 2i1-2-1 & 1=-1
zr+1 x-1 2 —1

Die letzte Aussage ist immer falsch. Daher ist hier L = ().

(c) Fiir die Ungleichung At ﬁ = ﬁ;_r} < 1 miissen wir nochmals unterscheiden in

(i) #2 —1 > 0: Hier ist die Ungleichung dquivalent zu 22 + 1 < 22 — 1 und weiter
1 < —1, was jedoch eine falsche Aussage ist. Daher ist die Losungsmenge in
diesem Fall leer.

(ii) z%—1 < 0: Hier gelangen wir durch fiquivalente Umformungen analog zu 1 > —1,
was stets eine wahre Aussage ist.

Insgesamt haben wir daher L = {z e R: 2> -1<0} = |—1,1].

Aufgabe 6.8.
Ermitteln Sie die Losungen der folgenden Gleichungen und Ungleichungen und stellen Sie
diese in der z,x9-Ebene dar.
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6 (Un)gleichungen

(a) 22 4+a23=1, (b) 24a3<1,
(¢) |z1] +[zo] = 1, (d) oo + [z <1,

(€) max(|1], [z2]) =1, (f)  max(fa], z2]) <1

Losung zu Aufgabe 6.8.
Es waren die folgenden Mengen graphisch darzustellen:

(a) L={(xy,m2): 21 €] =1 -2} U{(z1,22) : 21 € [-1,1], 29 = —\/1 — 2%}

..der Rand des Elnheltskrelses

(b) L={(z1,22) : 71 € m < x9 < \/1_733%}

..die Flache des Elnheltskrelses samt Rand.

(c) L={(z1,22):0< 21 < 1,29 =1—21}U{(21,22) : 0 < 2y < 1,9 = 21— 1}U{ (21, x2) :
—1 S.ZCl §0,$2:1+$1}U{(1}1,$2) =1 le SO,LEQI—l—xl}
..ein Quadrat mit den vier Ecken (1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1).

(d) L= {(l’l,l'g) -0 Sl’l S 1,%1—1 SLCQ S 1—£C1}U{(ZC1,.%'2> —1 SLCl S O,—l—iCl S
) S 1 + Il}
..die Flache des Quadrates mit den vier Ecken (1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1) samt
Rand.

(e) L=A{(x1,29): =1 <a; <lLimg =1} U{(x1,22) : =1 <2y < 1,29 = =1} U {(1,22) :
r1=1,—-1<z <1}U{(21,22) 121 = —1,-1 < 25 < 1}
..das Quadrat mit den Ecken (1,1)(—1,1)(—1,—-1)(1,-1).

(f) L=A{(x1,22): =1 <27 <1, -1 <2< 1}
..die Flache des Quadrates mit den Ecken (1,1)(—1,1)(—1,—1)(1,—1) samt Rand.

Aufgabe 6.9.

(a) Zeigen Sie, dass aus b =

die Aussagen |b] <1 und a = folgen.

1+| | *I

(b) Man zeige, dass fiir positive reelle Zahlen a und b stets %+ 2 > 2 ist.

(c) Fir welche reellen Zahlen a,b gilt @ > ("T“’)3 ?

Loésung zu Aufgabe 6.9.

(a) Fall 1: @>0. Dann ist |a|=a und b= 35 >0 und b= =1-

<1
+ l1+a ’
——

>0
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6 (Un)gleichungen

also insgesamt 0 < b < 1 und b = |b|. Weiterhin folgt dann

b=—" o bl+ta)=a & btab-1)=0 & a=——

I+a b—1
a=——- a=——m
1—-0 1 —|b|
Fall 2: ¢ =0. Dann ist auch b =0 und somit [b| < 1 sowie a = 1_L‘b|
Fall 3: a < 0. Dann ist —a = |a.
Wegen a <0 und 1—a >0 ist dann auch b= ;% <0.
1
Weiterhin ist b = ;% = —1 + T —1,sodass —1 <b <0, also |[b] =—b gilt.
—a
——
>0
b ¢ < b(1l—a) & b—alb+1)=0 & b
= —a)=a —a = a=—-
l—a b+1
a=-—-7- a=-——
1—(=b) 1— 1|

(b) 0<(a—b?=a*—2ab+b0* & 2ab<a*+V° & 2< ¢+

SIS

(c) Fir a+b>0 < a>—-b < b> —a, denn:

(a+b) >0 = (a+b)(a—0)*>0 < (a+b)(a®—2ab+0b*)>0
0
>

(a+b)(a* — ab+ b*) > ab(a + b)
a® +b* > ab(a + b)

3(a® + b*) > 3a?b + 3ab®

4(a® +b*) > a® + 3a°b + 3ab® + b’

ad+ b3 . (a+b)3

t ¢ 00

2 2

Aufgabe 6.10.
Bestimmen Sie jeweils die Losungsmengen von

(a) V8xr+1—+/10zx+6=—1.

(b) 22" —10z° + 8z = 0.

Loésung zu Aufgabe 6.10.
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6 (Un)gleichungen

(a) Es gelten die folgenden Implikationen

V8r+1=+10x+6—1
8r+1=10z+6—2v10z +6+1
210z + 6 = 22 + 6
\/m:x—l—?)

102 4+ 6 = 2* 4+ 62+ 9
0=22—4x + 3.

V8r+1—+vV10x+6=—1

L A

Y

Die letzte Gleichung besitzt die Losungen {1,3}. Da wir jedoch nichtdquivalente Um-
formungen (Quadrieren) durchgefiihrt haben, haben wir alle Lésungen zu iiberpriifen:

r=1: V8 1+1-y10-1+6 = V9-V16 = 3—-4 = -1 ={l1}eL.
=3 V8 3+1-y10-3+6 = vV25—-v36 = 5-6 = —1 = {3} € L.

Damit ist die Losungsmenge L = {1,3}.
(b) Es gilt die folgende Aquivalenz:
20" —102° +82° = 0 & 22 —52° +4) = 0.

Die letzten Gleichung besitzt erst einmal die dreifache Losung {0}. Setzem wir aufler-
dem y := 2%, dann geht die Gleichung z* — 522 +4 = 0 in y?> — 5y +4 = 0 iiber,
welche die Losungen {3+ 32} = {1,4} besitzt.

Demnach ist die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung L = {-2,-1,0,1,2}.

Aufgabe 6.11.
Bestimmen Sie die Losungsmenge L ={zx € D: S(z) =T(x)} fir die folgenden Gleichun-
gen. Dabei seien a,b,c € R.

(a

) vz =5 auf der Menge D= {x € R: = >0},
b) ";—3:4aufderMenge]D):{areR::B#O}:R\{O},
)

(

(c) bx +¢=0 auf R (allgemeine lineare Gleichung),

(d) 22=a auf R (allgemeine quadratische Gleichung ohne lineares Glied),
() ax*+br+c=0, a#0 auf R (allgemeine quadratische Gleichung),
(f) :'f:ll:—x auf D=R\ {1},

(g) Ver=2—z auf D={xeR: z>0}.

Losung zu Aufgabe 6.11.

(a) L={25}.
(b) L={-22}.
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6 (Un)gleichungen

(c) Fall 1: b#0: L= {—c/b}

Fall 2: b=0
(i) b=0, c=0: L=R,
(ii) b=0, c£0: L=0.

(d) Falls a <0 ist L=0,falls a =0 ist L = {0} und falls a > 0 ist L = {—/a,+/a}.

(e) Wir setzen p := g und ¢ := ¢ . Dann kénnen wir dquivalent umformen:

2 _ 2 _ 2 p P\? P\? _
ar’+br+c = a(a®+pr+q) = a 2o+ (5) - (5) ta) =0

Da a # 0, ist dies zusammen mit der ersten binomischen Formel dquivalent zu

2 2
249 p (’9) — ( E) = P
"+ 5 x + 7 r+ 5 q
Setzen wir D := IQ — q, gelangen wir zu den folgenden Fallunterscheidungen
(i) D<0: L=290,
(ii)) D=0: L={-5%},
(iii) D>0: L={-p/2—+D,—p/2++/D}.

(f) Multiplikation mit = — 1, da dieser Term auf D immer # 0 ist, ist eine dquivalente
Umformung;:

1 1
?—1l=—2+2 o 2P—-2-1=0 < x2_§x_§:0

Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber R wére {—%, 1}. Die Losungsmenge
der letzten Gleichung iiber D ist jedoch nur L = {—% .

(g) Quadrieren liefert x =4 — 4z +2* & 0=4—5z+22.
Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber D ist zunéchst {1,4}. Da Quadrieren
jedoch moglicherweise die Losungsmenge vergroflert hat, testen wir mit der urspriing-
lichen Gleichung:

r=1: V1=2—1 wahr,
r=4: V4 =2 — 4 falsch.
Damit ist die Losungsmenge der Ursprungsgleichung L = {1}.
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6 (Un)gleichungen

6.3 Aufgabenserie und Losungen

Aufgabe 6.1.
Man bestimme alle reellen Werte x, fiir die gilt:

(a)
(b)
()
(d)
(e)
(f)

)

(g

3 _ 5
52 =2 =3
|z — 4] <6

20+ 1] =]z —1]+1

z—3
2x+4

| <1
|z — 1|+ |z +5] <4
2—|z+1]—|z+2||=1

|z +1—|z+3| <1

Losung zu Aufgabe 6.1.

(a) Wir unterscheiden 2 Falle:

3
—r—2 = §
2 2
r = 3
(2) Fall: 32 —2 <0, dann gilt
3
5% -2 = -
r = —
Insgesamt erhalten wir x € {3, —%} .
(b) Wir unterscheiden 2 Félle:
(1) Fall: z >4
r—4 < 6
r < 10,
also = € [4,10)
(2) Fall: z <4
—r+4 < 6
x > =2

(1) Fall: %x — 2 >0, dann gilt

also z € (—2,4)
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6 (Un)gleichungen

Insgesamt ergibt sich somit = € (—2,10).

(c) Wir unterscheiden 3 Félle
(1) Fall: = > 1, dann gilt:

2¢ + 1

X

was wir ausschlieen kénnen da « > 1.

(2) Fall: —1 <z <1, dann gilt:

2x +1

(3) Fall: © < —1, dann gilt:
—2z—1

T

Insgesamt erhalten wir somit z € {—3, %} .

(d) Wir unterscheiden 3 Félle:
(1) Fall: z > 3, dann gilt

T —3
2v +4
x—3
-7
also x € [3,00)
(2) Fall: —2 <z < 3, dann gilt
r—3
2r +4
—r+3
—1
x
also x € (2, —3).
(3) Fall: # < —2, dann gilt
x—3
2x +4
x—3
-7

also x € (—o0, —7).

ANV VA

20 +4

20 + 4

20 + 4

Insgesamt folgt = € {(—oco0, —7) U (=2, —%) U [3,00)}

3
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6 (Un)gleichungen

(e) Wir unterscheiden 3 Félle
(1) Fall: z > 1, dann gilt

r—14+x+5 < 4
20 < 0
da x>1 entfallt z <0.
(2) Fall: =5 <z <1, dann gilt
—rz+14+z2z+5 < 4
6 < 4
ist keine wahre Aussage.
(3) Fall: # < —5, dann gilt
—rz+1—ax—-5 <
—2r < 0
xr >

entfillt, da = < —5.
Daher erfiillt kein x die Gleichung.

(f) Wir unterscheiden 2 grofie Fille
(1) Fall: 2 — |z + 1| — |z + 2| > 0, dann miissen wir nochmal 3 Félle unterscheiden
(i) Fall x > —1, dann gilt
2—rx—1—-2-2 =
—2r = 2

r = —1

(i) Fall =2 <z < —1, dann gilt

24rx+1—2—-2 =1
1 =1,
ist eine wahre Aussage, daher = € [-2,—1)

(iii) Fall x < —2, dann gilt

24z+142+2 =1

entfallt, weil =z < —2.
Demnach z € [-2,—1].
(2) Fall: 2 — |z + 1| — |z + 2| < 0, dann miissen wir nochmal 3 Félle unterscheiden
(i) Fall > —1, dann gilt
2—rx—-1—-2-2 = -1
r = 0

91



6 (Un)gleichungen

(ii) Fall =2 <z < —1, entfallt, weil sonst 2 — |z + 1| — |z +2| >0
(iii) Fall x < —2, dann gilt

24r+142+2 = -1

r = =3,

Demnach z € {—3,0}.
Insgesamt also z € {{—3,0} U [—2,—1]}.

(g) Wir unterscheiden wieder 2 grofle Fille:
(1) Fall: |z 41| — | + 3| > 0, dann unterscheiden wir 3 kleinere Félle:
(i) Fall: x > —1, entféllt, da ansonsten |z + 1| — |z + 3| <0
(ii) Fall: —3 <z— <1, dann gilt:

—zrz—1—ax—-3 < 1
—2r < 5

R

2
wegen |z 4 1| — |z + 3| > 0 erhalten wir z € (-3, —-2].

(iii) Fall: z < —3, dann gilt

—rx—14+z4+3 < 1
2 < 1

ist eine falsche Aussage.
(2) |z + 1| — |+ 3] < 0, dann unterscheiden wir 3 kleiner Félle:
(i) Fall: x > —1, dann gilt

r+1—2—-3 > —1
-2 > -1

ist eine falsche Aussage

(ii) Fall: =3 <2 < —1, dann gilt:

—x—1—-x2z—-—3 > -1

—2r > 3

< 3
a’;‘ _——
2

wegen |z + 1| — |z 4 3| < 0 erhalten wir z € (-2, -3).
(iii) Fall: < —3, entfallt wegen |z + 1| — |z + 3] <0
Also z € (—2,-2)

Insgesamt ergibt sich demnach x € (—

Nt

3.
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6 (Un)gleichungen

Aufgabe 6.2.

Skizzieren Sie die folgenden Punktmengen in der x,y-Ebene:
(a) {(z,y):y=1-2a},
(0) {(z,y) 12+ (y—2)* = 4},

(c) {(:v,y)ri>$,:c7é0,y#0};

Losung zu Aufgabe 6.2.

(a) Alles oberhalb und einschlieBlich der Geraden y = —z + 1.

(b) Alles aulerhalb des Kreisen, einschliefllich des Kreisrandes, mit dem Mittelpunkt (0, 2)
und Radius 2.

(c) Der IV. Quadrant, sowie jeweils die Hélften der Quadranten I. und III. oberhalb der
Funktion y = x. Ohne die Koordinatenachsen und die Funktion selber.

Aufgabe 6.3.
Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen:

(a) |m—i2|<2—3x,

1 1
(b) - ””+ii2<2-

1+% T+2
Hinweis: Fiir welche = € R ist die linke Seite nicht definiert ? Vereinfachen Sie !

Losung zu Aufgabe 6.3.

(a) Es sollte die Losungsmenge der Ungleichung ﬁ < 2 — 3z bestimmt werden. Fiir

x = —2 ist die linke Seite nicht definiert. Wir unterscheiden demnach in die Falle
(i) = > —2: In diesem Fall haben wir

<2-3z < 3<(2-37)(z+2) & 32°+4r—1<0.

<2-3rz <%
|z + 2| T+

Da 3z%+4x—1 eine nach oben gedfinete Parabel mit den Nullstellen {—HT‘ﬁ, —Q%ﬁ}

darstellt, haben wir hier die Losungsmenge
] = 2,00[ N ] =250 _2T[ = ] - VT 24T

(i) = < —2: In diesem Fall haben wir

-3

<2-31 & <2-3z & —3>(2-37)(z+2) & 32°+45-7>0.
|z + 2| x4+ 2

Da 322 + 42 — 7 eine nach oben gedffnete Parabel mit den Nullstellen {—Z,1}
darstellt, haben wir hier die Losungsmenge

| ~0.-2[ 1 (] =00, ~3[ U JLo0) = ]~ o0,
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6 (Un)gleichungen

Insgesamt haben wir demnach die Losungsmenge

D= ] - ] o ]

(b) Die linke Seite ist fiir z = 0, —1, —2 nicht definiert, und es gilt

1-1 14+-5 o-1 o+43 2@+1)

T 4 — — —9 ’
1+ 1-— 2+1 2+1 (z+1)
also gibt es kein x, fiir das die linke Seite < 2 ist, die Losungsmenge ist die leere
Menge (.
Aufgabe 6.4.

Modifizieren Sie das Maple-Worksheet Bisektion.mw zur Durchfithrung von jeweils 10 Schrit-
ten des Bisektionsverfahrens zur Berechnung von

a) /5 beginnend mit [ag, by] = [2,3],
b) /2 beginnend mit [ag, by] = [1,2] und
c) 7 beginnend mit [ag, by] = [3,4].

Drucken Sie ihre Ergebnisse aus und geben Sie diese zusammen mit ihren Lésungen ab.

Losung zu Aufgabe 6.4.
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;Bisektionsverfahren zur Bestimmung irrationaler Zahlen

| Berechnung von / 2
> restart:Digits: =10;
Digits := 10
[ > B:=(a, b)->eval b( (ar2-2)*(br2-2)<0):
B:=(a,b) —evalb( (a* —2) (b*—2) <0)

| B(a,b) ist wahr, wenn \/7 in [a,b] liegt
> a:=1; b:=2;

> B(1,2);
true
| Folglich liegt /2 in [1,2]
> for k from1 while (b-a)>1le-3 do
c:=(atb)/2:
if B(a,c) then b:=c else a:=c end if;
print (k,evalf(a),evalf(b));
end do:
Digits: =20;
print (k,evalf(a),evalf(b));
> evalf( sqrt(2) );
1, 1., 1.500000000

2, 1.250000000, 1.500000000
3, 1.375000000, 1.500000000
4, 1.375000000, 1.437500000
5, 1.406250000, 1.437500000
6, 1.406250000, 1.421875000
7, 1.414062500, 1.421875000
8, 1.414062500, 1.417968750
9, 1414062500, 1.416015625
10, 1.414062500, 1.415039062
Digits :=20
11, 1.4140625000000000000, 1.4150390625000000000
1.4142135623730950488




| Berechnung von /5
> restart:Digits: =10;
Digits := 10
[> B:=(a, b)->eval b( (a*2-5)*(bA2-5)<0):
B := (a, b) —evalb( (a2 —5) (b2 —5) <0)

| B(a,b) ist wahr, wenn V5 in [a,b] liegt
> a:=2; b:=3;

> B(2,3);

true

| Folglich liegt y/'5 in [2,3]

> for k from1 while(b-a)>le-3 do
c:=(atb)/2:
if B(a,c) then b:=c else a:=c end if;
print (k,evalf(a),evalf(b));
end do:
print (k,evalf(a),evalf(b));

> eval f( sqrt(5));

1,2.,2.500000000

2,2.,2.250000000
3, 2.125000000, 2.250000000
4, 2.187500000, 2.250000000
5, 2.218750000, 2.250000000
6, 2.234375000, 2.250000000
7,2.234375000, 2.242187500
8,2.234375000, 2.238281250
9,2.234375000, 2.236328125
10, 2.235351562, 2.236328125
11,2.235351562, 2.236328125

2.236067977




1

Berechnung von 2 °

_> restart: D gits: =10;

Digits := 10

(> B:=(a, b)->eval b( (a"3-2)*(b"3-2)<0 ):
B:=(a,b)—evalb((a’ —2) (b°—2) <0)
;B(a,b) ist wahr, wenn 2°(1/3) in [a,b] liegt

> a:=1; b:=2;

> B(1,2);
true
;Folglich liegt 2°(1/3) in [1,2]
> for k from1 while (b-a)>1le-3 do
c:=(atb)/2:
if B(a,c) then b:=c else a:=c end if;
print (k,evalf(a),evalf(b));
end do:
print (k,evalf(a),evalf(b));
eval f (2"(1/3));
1, 1., 1.500000000

2, 1.250000000, 1.500000000
3, 1.250000000, 1.375000000
4, 1.250000000, 1.312500000
5, 1.250000000, 1.281250000
6, 1.250000000, 1.265625000
7, 1.257812500, 1.265625000
8, 1.257812500, 1.261718750
9, 1.259765625, 1.261718750
10, 1.259765625, 1.260742188
11, 1.259765625, 1.260742188
1.259921050




| Berechnung von n

> restart:Digits: =10;
Digits := 10

=> B: =(a, b)->eval b( eval f(sin(a))*eval f(sin(b))<0);
B = (a, b) —evalb(evalf (sin(a)) evalf (sin(b)) <O0)

| B(a,b) ist wahr, wenn 7 (oder ein Vielfaches von 7) in [a,b] liegt
> a:=3; b:=4;

=4
(> B(3.,4.);
true
[ 1 licgt in [3,4]
> for k from1 while (b-a)>1le-3 do
c:=(a+b)/2:

if B(a,c) then b:=c else a:=c end if;
print (k,evalf(a),evalf(b));
end do:
print (k,evalf(a),evalf(b));
1, 3., 3.500000000

2, 3.,3.250000000
3, 3.125000000, 3.250000000
4, 3.125000000, 3.187500000
5, 3.125000000, 3.156250000
6, 3.140625000, 3.156250000
7, 3.140625000, 3.148437500
8, 3.140625000, 3.144531250
9, 3.140625000, 3.142578125
10, 3.140625000, 3.141601562
11, 3.140625000, 3.141601562

> eval f(Pi);
3.141592654




7 Komplexe Zahen

7.1 Wiederholung - Theorie: Komplexe Zahlen
(a) Wir definieren mit i := y/—1 die imaginire Einheit. Es gilt demnach * = —1.

(b) Der Korper der komplexen Zahlen C kann als kartesisches Produkt R x iR aufgefasst
werden.
Das bedeutet, fiir jede komplexe Zahl z € C existieren genau zwei reelle Zahlen
a,,b, € R,sodass z=a, +ib,.

(c) Fur z = a, + ib, bezeichnet R(z) := a, den Realteil und J(z) := b, den Ima-
ginéarteil.

(d) Fiir z = a+ ib definieren wir die konjugiert komplexe Zahl zZ :=a +ib:=a —ib.
(e) Mit Hilfe von Z ldsst sich der Betrag einer komplexen Zahl definieren durch

12| :=V2zZ = /(a+ib)(a—ib) = Va2 +b2.
(f) Die Produkt zweier komplexer Zahlen z; = ay + ib; und 2o = as + iby ergibt sich zu

2129 = (CLl + ibl)((lg + ZbQ) = a1Qa9 + ialbg + ’iblag + i2b1b2 = (a1a2 — blbg) +
) (ale + blag) .

(g) Das multiplikative Inverse einer komplexen Zahl z = a + ib ergibt sich zu 1 = £ =
z a—ib

RE = Tt
(h) Fiir jede komplexe Zahl z € C existiert genau ein Winkel ¢ € [0,27),sodass z = |z|-
e gilt.
In diesem Zusammenhang bezeichnet man |z| auch als Radius, weil sich alle komplexen
Zahlen mit gleichem Betrag ¢ auf dem Kreis mit Radius ¢ um den Nullpunkt befinden.
(i) Weiterhin gilt die EULERsche Formel ¢ = cos(¢) + isin(¢).

An dieser Formel sehen wir aulerdem, dass aufgrund der 2m-Periodizitédt der trigono-
metrischen Funktionen sin(z) und cos(z) auch die Funktion f(¢) = e dementspre-
chend 27 -periodisch ist.

Insbesondere folgt aus der EULERschen Formel: Fiir beliebige Winkel ¢ gilt
a) v = e7id

b) [e] = /(cos(®))? + (sin(¢))2 = 1  baw. [e] = Veid . emid = /&0 = 1

und

c) e =1.

(j) Fiir alle n € N gilt die Mo1vREsche Formel  (cos(¢) + isin(¢))" = cos(ng) +
isin(ng) .
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(k) Fiir ein Polynom p,(z) := > apz® = ag + a1z + ax2® + ... a,2™ in o mit a, # 0
k=0

bezeichnet n den Grad des Polynoms.
(1) Der Hauptsatz der Algebra lautet:
Jedes Polynom p,(z) vom Grad n mit Koeffizienten iiber dem Kérper C besitzt ge-

nau n Nullstellen x1,z,...,7, in C. Die entsprechende Primfaktorzerlegung lautet
dann

pn(z) = ank]i[l(x—xk) = ap(r —21)(x — 22) ... (x — ).
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7.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 7.1.
Berechnen Sie z; 4+ 2o, 21 — 29, 21 - 22, j—; , Z9+Z1 von:

(a) z1 =1, 2z =1 (b) z1=4—31, 20=2+061
(c)z1=1—2, z=1+4+1 (d)z1=1, z2=4+1

Geben Sie das Ergebnis in der Form z = a + b an!

Losung zu Aufgabe 7.1.

(a) o z14+29=1+42
o 21 —2=1—1
e 2 -2=1—1
o A ==2==t—,

e Z -z =(—1)(1) = —1

(b) [ ] 21+22:6+3z
o 21 —2=2—0
o 21 -2 =206+ 1&

21 _ 4=3 __ (4=39)(2-61) __ 1
hd i T 2460~ (2461)(2—62) _Z(l + 32)

o Zp-z1=(2—61)(4—31) =—10— 30

(C) [} Zl+22:2_'l
o 21 —2y=—3
® 21 -29=3—1
o 2 — 1-20 _ (1—22)(1—2) — _1(1 —|—3’L)
z2 142 (142)(1—2) 2
e oy =(1—-1)(1-20)=—-1—-3

(d) ° Zl+22:4+2l
[} 21—22:—4
[ ) 21'22:—1+4Z
2 o (W@
o =1 =ahay =)
o Hrum=A—i=1+4

Aufgabe 7.2.
Bestimmen Sie von der komplexen Zahl z den Real- und Imaginérteil:
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(c)
(d)
(e)

7 Komplexe Zahen

_ 3=
=105
— (1=2)?
Z_(1+z)
z=re® mit r=1, ¢=3m
z=re® mit r=2, ¢=m

Losung zu Aufgabe 7.2.

(d)
(e)

1 1+
e
_3—20 _ (3=2)(142) 1
S e G R 3(5+1)
_ (1=1\2 _
v= (1) =-1

et = (cos(3m) +esin(3m)) =1

2¢7"" = 2(cos(m) —vsin(m)) = —2

Aufgabe 7.3.
Berechnen Sie den absoluten Betrag und das Argument der komplexen Zahlen und geben
Sie die trigonometrische und die exponentielle Form an:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

z=1—1
2=13—1
z2=—4—4

z:—\/§+z
z=141/3
z=1-—1/3

Losung zu Aufgabe 7.3.

()

Der Betrag berechnet sich stets nach der festen Formel, |z| = v/a? + b2, wobei z =
a + bi. In diesem Fall erhalten wir also |1 — 1| = /12 + (—1)? = v/2. Das Argument,
also der Winkel, einer Komplexen Zahl ist nun schon etwas schwieriger zu bekommen.
Dazu muss man sich die Eulersche Formel verdeutlichen

z = |z|(cos(¢) +i sin(¢) ) =1—1.
S~—— S~——
Realteil Imaginérteil

Jetzt sieht man, dass der Realteil der linken Seite mit dem Realteil der rechten Seite

iibereinstimmen muss. Das gleiche gilt fiir den Imaginérteil. Hier also \/Li = cos(¢)
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und —\/AQ = sin(¢) (\/i5 , weil wir ja bereits wissen, dass der Betrag der rechten Seite

V2 ist). Da der Realteil durch die cos-Funktion und der Imaginérteil durch die sin-
Funktion dargestellt werden, suchen wir also genau die Stelle, an der die sin-Funktion
genau das Negative der cos-Funktion ist (und die cos-Funktion natiirlich positiv).
Verdeutlicht man sich die Verldufe der cos- und sin-Funktionen, so erkennt man, dass
dies genau an der Stelle ¢ = %7? der Fall ist. Demnach also

¢ =arg(l+1) = %T

Um jetzt zu der exponentiellen und trigonometrischen Darstellung zu kommen, miissen
wir nur noch einsetzen

2 =126 = \/5(008(%) +isin(%ﬂ))

Der Betrag berechnet sich stets nach der festen Formel, |z| = Va? + b2, wobei z =

a+bi . In diesem Fall erhalten wir also |[v/3 —1| = 4/ V3 (—1)2 = 2. Das Argument,
also der Winkel, einer Komplexen Zahl ist nun schon etwas schwieriger zu bekommen.
Dazu muss man sich die Eulersche Formel verdeutlichen

z = |z|(cos(¢) +i sin(@) ) =3 —i.
—— ——

Realteil Imaginérteil

Jetzt sieht man, dass der Realteil der linken Seite mit dem Realteil der rechten Seite

iibereinstimmen muss. Das gleiche gilt fiir den Imaginérteil. Hier also ‘/7?: = cos(¢) und

—3 =sin(¢) (3, weil wir ja bereits wissen, dass der Betrag der rechten Seite 2 ist).
Da der Realteil durch die cos-Funktion und der Imaginérteil durch die sin-Funktion
dargestellt werden, suchen wir also genau die Stelle, an der die cos-Funktion genau
das v/3-Fach Negative der sin-Funktion ist (und die cos-Funktion natiirlich positiv).
Verdeutlicht man sich die Verldufe der cos- und sin-Funktionen, so erkennt man, dass

dies genau an der Stelle ¢ = %7‘(‘ der Fall ist. Demnach also

117
Qb = arg(\/g — Z) = T
Um jetzt zu der exponentiellen und trigonometrischen Darstellung zu kommen, miissen
wir nur noch einsetzen
i 117 117

2 =25 = 2((:08(7) +z’sin(7))

Der Betrag berechnet sich stets nach der festen Formel, |z| = v/a? + b?, wobei z = a+
bi. In diesem Fall erhalten wir also |1 —1| = /(—4)2 + (—4)? = v/32. Das Argument,
also der Winkel, einer Komplexen Zahl ist nun schon etwas schwieriger zu bekommen.
Dazu muss man sich die Eulersche Formel verdeutlichen

z = |z|(cos(¢) +i sin(¢) )= —4 — 4i.
—_—— =

Realteil Imaginérteil

Jetzt sieht man, dass der Realteil der linken Seite mit dem Realteil der rechten Seite
iibereinstimmen muss. Das gleiche gilt fiir den Imaginéarteil. Hier also —\/Lﬁ = cos(¢)
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und —\/AQ = sin(¢) (\/i5 , weil wir ja bereits wissen, dass der Betrag der rechten Seite

V32 ist). Da der Realteil durch die cos-Funktion und der Imaginérteil durch die sin-
Funktion dargestellt werden, suchen wir also genau die Stelle, an der die sin-Funktion
die cos-Funktion schneidet (und die cos-Funktion ist natiirlich negativ). Verdeutlicht
man sich die Verlaufe der cos- und sin-Funktionen, so erkennt man, dass dies genau
an der Stelle ¢ = ;ZW der Fall ist. Demnach also

¢ =arg(—4 —4) = %T

Um jetzt zu der exponentiellen und trigonometrischen Darstellung zu kommen, miissen
wir nur noch einsetzen

2 =327 = \/3_2(005(%) —H’sin(%))

(@) [=VB+i=2 ¢=arg(—V3+0) =5 2=2¢T =2(cos(%) +isin(F))
(e) M4++V31 =2, ¢=arg(l+V3)= 3 2= 2¢'s = 2(cos(3) +isin(3))

() |1 =vV3| =2, o¢=arg(l—+v3)= 5% 2= 2% = 2(005(5%) —|—isin(5§”))

Aufgabe 7.4.

Zeichnen Sie die folgenden Mengen
(a) My:={z€C ‘ X(z) =3},

(b) M= {z] 2] = 1},

(c) M3:={z€C|R(z-2)=1}.

Losung zu Aufgabe 7.4.

(a) M, ist die Gerade durch —3i parallel zur reellen Achse.
(b) M, ist der Rand des Einheitskreises.

(c) Mj ist die leere Menge, denn z — Z ist rein imagindr und hat damit immer Realteil
Null.

Aufgabe 7.5.
(a) Geometrisch: Warum kann man jede komplexe Zahl z # 0 eindeutig als z = r (cos(¢) + i sin(¢))
schreiben, wobei r € R* und ¢ € [0,27) 7

(b) Wie berechnet man zu z € C den Radius r und den Winkel ¢ ?
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(c) Was ist die komplexe Multiplikation geometrisch 7
(d) Was ist Wurzelziehen bzw. das Losen der Gleichung 2" = w geometrisch 7

(e) Lose die Gleichungen (i) 22=4 und (ii) 2=1+1i.
Losung zu Aufgabe 7.5.

(a) Jeder Punkt im R? ist eindeutig durch den Radius des Kreises um den Ursprung/Nullpunkt,
auf dem er liegt, und den Winkel, den die Gerade durch ihn und Null mit der reellen
Achse bildet, bestimmt.

(b) Wegen cos(¢)? + sin(¢)? = 1 fiir beliebiges ¢ ist r = |z|.
sin(¢)

Weiterhin gilt wegen = = rcos(¢),y = rsin(¢) = tan(¢) = cos(d)

fiir den Winkel ¢ = arctan (£) (eventuell bis auf ein additives Vielfaches von 27, d.h.
solange ¢ im richtigen Sektor ist).

=Y bei z=1x+1y

Ist tan(¢) nicht definiert, dann kénnen wir auch auf den Kotangens ausweichen:
cot(¢) = cos(é) 2 bzw. ist dann ¢ = arccot (%)

sin(¢)

(c) Hat z den Radius r und den Winkel ¢ sowie z’ den Radius r’ und den Winkel ¢’
dann gelten:

z-2" = r (cos(¢) +isin(¢))r (cos(¢') + isin(¢'))
= 7‘7"/( (cos(¢) cos(¢') — sin(¢) sin(¢')) + i - (cos(¢) sin(¢') + cos(¢') sin(¢)) )
= 7r1'(cos(p+¢') +i-sin(¢p + ¢))
Dann hat zz’ den Radius 7' und den Winkel ¢ + ¢'.

(Wir haben die folgenden Additionstheoreme verwendet:
cos(+) = cos(6) cos(d') —sin(6) sin(¢'),  sin(¢+¢') = cos() sin(¢))+cos(#) sin(¢).

(d) Man sucht die Zahlen, deren Winkel- n -faches (modulo 27 ) genau dem Winkel von w
und deren Radius genau der positiven n-ten Wurzel aus dem Radius von w entspricht.

(e) (i) Die komplexe Zahl i hat den Betrag 1 und den Winkel 7/2, also sucht man Zahlen

s

vom Betrag 1 mit Winkel 2¢ = 7 mod 27 . Deswegen kommen nur ¢ = 5 und 2¢ =
5+2m = %’r ,d.h. ¢ =57/4 in Frage, die Losungen sind also z = cos § +i-sin§ = %

— eos BT 4 i gip BT =l
undz-cos4+2 sin o = —5° .

(e) (ii) Die komplexe Zahl 14 i hat den Betrag /2 und den Winkel 7/4, also sucht

man Zahlen vom Betrag v/2 und Winkel 3¢ = 7/4 . Deswegen kommen nur die Winkel
¢1 = 7T/12 )
3¢2:%+27r:%”,d.h. gbgz%,und

3¢3 =72 +4m =T dh. ¢ = LT in Frage, die Lésungen sind also

o = VR (eos(e/12) + sin(n/12)).
o = 3 con(0m/12) 4 sin(om/12),
23 = V/2(cos(17m/12) + isin(177/12)).
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Aufgabe 7.6.

(a) Uberfiihren Sie die folgenden komplexen Zahlen in die Form re™ .

(a) z=1
(a) z=—i
(a) z=1
(a) z=1+1

(b) Losen Sie die Gleichung z* = 16 iiber C.

(c) Losen Sie die Gleichung z* = —1 iiber C.

Losung zu Aufgabe 7.6.

(a) (@) z=1i: Esgilt [|i| = i-(=i) = V=2 = V1 = 1.

Somit ist i = €' fiir ein ¢ € [0, 27).
Nach der EULERschen Formel gilt dann ¢ = 0+i-1 = cos(¢) + isin(¢).

Damit muss cos(¢) = 0 und sin(¢) = 1 sein. Das gilt genau fiir ¢ = 7. Demnach
ist i = €% .

(B) z=—i: Wegen |z| =|— z|, wissen wir dass | —i| = [i| = 1 ist.

Somit ist —i = € fiir ein ¢ € [0,27).
Nach der EULERschen Formel gilt dann —i = 041¢-(—1) = cos(¢) +isin(¢).

Damit muss cos(¢) = 0 und sin(¢) = —1 sein. Das gilt genau fir ¢ = 2.
Demnach ist i = e'% .
(v) z=1: Wegen 1 = 1, ist offenbar |1| = 1.

Somit ist 1 = € fiir ein ¢ € [0,27).
Nach der EULERschen Formel gilt dann 1 = 1+i-0 = cos(¢) + isin(¢) .

Damit muss cos(¢) = 1 und sin(¢) = 0 sein. Das gilt genau fir ¢ = 0. Demnach

ist 1 = €Y.

(6) z=1+i: Bsgilt [1+i=+/(1+9)1—4) = V1-3 = 2.

Somit ist 1+ = /2’ fiir ein ¢ € [0,27).

Nach der EULERschen Formel gilt dann 14+i = /2 (\% +i- \%) = V2 (cos(¢) + isin(¢)) .
1 1

Damit muss cos(¢) = —5 und sin(¢) = —5 secin. Das ist aber dquivalent zu
tan(¢) = 1. Das gilt genau fiir ¢ = 7. Demnach ist 1+i = V26T
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(b) Wir kénnen zunichst die Gleichung schreiben als y?> = 16 mit y = z?. Dann er-
halten wir fir y die Losungen {—4,4}. Damit haben wir nun die beiden quadrati-
schen Gleichungen 22 =4 und 22 = —4 zu lésen. Die erste liefert die Losungsmenge
Ly = {-2,2}, die zweite liefert Ly, = {—/—4,v/—4}. Es gilt aber nach den Wur-
zelgesetzen /—z = \/—1y/z = iy/z. Demnach ist Ly = {—2i,2i} und die gesamte
Losungsmenge ergibt sich zu

L1 ULy = {—2,-2i,2,2i}.

(c) Da die Gleichung dquivalent zu 2® + 1 = 0 ist, suchen wir also die Nullstellen des
Polynoms p3(z) = z* + 1, welches den Grad drei besitzt und demnach genau 3 Null-
stellen iiber C besitzen muss. Die erste Nullstelle z; = —1 = ™ kann sofort abgelesen
werden, denn (—1)3 4+ 1= 0. Jetzt konnen wir den Faktor (z — z;) = (z + 1) mittels
Polynomdivision aus dem Polynom p;3(z) herausfaktorisieren:

(Z+1):(z+1)=22—2+1

DO [
+

Das Polynom 2z? — z + 1 besitzt nach der iiblichen Formel die Losungen z, =

i‘/Tg, 23 = % — 2‘/7?: Wir sehen gerade das z3 = z5.

Merke: Ist z € C Nullstelle des Polynoms p,(z), dann ist auch gleichzeitig Z eine
Nullstelle von p,(2) .

Fiir unsere Nullstellen zp und z3 gilt  |2]* = |23 = 20-23 = $+2 = 1. Mit
Hilfe der EULERschen Formel gilt dann wiederum

=% = cos(py) +isin(gy) &  tan(gy) = V3,

23 =e% = cos(ps) +isin(¢s) << tan(ps) = — V3.
Da tan(z) eine ungerade Funktion ist, muss dann gelten ¢, = —¢3 = % . Verwenden
wir noch die 27 -Periodizitit der Funktion f(¢) = €', lautet unsere Losungsmenge
L = {z1,2,23} = {e™ €5 5},

Aufgabe 7.7.

Leiten Sie die MoO1vREsche Formel aus der EULERschen Formel her.

Losung zu Aufgabe 7.7.

EULERSCEG Formel (eid’)”

(cos(¢) +isin(¢))"

Potenzzgesetze oin®

EULERsche Formel cos(n¢) + i sin(ng).

107



7 Komplexe Zahen

Aufgabe 7.8.

Leiten Sie aus der EULERschen Formel Darstellungen fiir den Sinus und den Kosinus
her.

Losung zu Aufgabe 7.8.
Es gelten mit Hilfe der EULERschen Formel die folgenden Beziehungen:

¢'? = cos(¢) + isin(¢)
e = 9 = cos(—¢p) +isin(—¢) = cos(p) —isin(¢)

weil der Sinus eine ungerade bzw. der Kosinus eine gerade Funktion ist (dabei ist f ei-
ne gerade Funktion, wenn f(z) = f(—z) fur alle x gilt, und f heifit ungerade, falls
f(=z) = —f(x) fir alle x gilt.)

Addition der beiden Gleichungen ergibt e9temi® = 2cos(¢) & L — cos(g).
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt ¢ —e~* = 2isin(¢) < 77 = sin(¢).

Bemerkung:

Verwenden wir die Darstellung z = 7 - ¢/ als Alternative zu z = r(cos(¢) + isin(¢)) oder
z = a + 1b, erkennen wir aus den letzten beiden Gleichungen sehr schon die folgenden
Zusammenhénge fiir den Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl

re'® 4+ re=i z4+zZ  a+ib+a—ib
2 2 2
rel® —re=t z—Z a+ib— (a —ib)

S(z) = r-sin(g) = —5 - 5 ¥ = b.

Aufgabe 7.9.
Wie sehen die folgenden Teilmengen M C C der komplexen Ebene aus? Fertigen Sie eine
Skizze an und begriinden Sie diese.

M, :={z€C||z| <3} My :={z€C||z—1-2i| <1}
M;:={z€Cl|z—z=1} My :={z€C|lz| =R(2) + 1}

Losung zu Aufgabe 7.9.

e M, ist der Kreis (inklusive Rand) um den Ursprung mit Radius 3, denn d(z,?) :=
|z — 2| = \/(z —2')2+ (y — v')? ist gerade der Euklidische Abstand der Punkte z =
x+iy, 2 =a +iy im R?.
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e M, ist das Innere des Kreises (ohne Rand) um den Punkt 1+ 2¢ mit Radius 1.

5 (z — 2z) die Gerade der Punkte mit Imaginérteil 1

o M; ist wegen 3(z) = 5

e Die Punkte von M, erfiillen
1 2
2z = <§(z+z)+1) =

also (2 —2)2+4(2+ 2) +4 =0 und somit mit 2z =z + iy, z,y € R, die Bezichung
4P+ 8r+4=0& 1= %(y2 —1). Die Teilmenge M, ist somit eine Parabel iiber
der imagindren Achse (mit den Punkten z; = —% +0-7 und 23 =0=%£1).

(2 +222+ 22 +4(z+2)+4)

o]

Aufgabe 7.10.

Losen Sie die Gleichung 23 = — 27, z € C und stellen Sie die Lésungen graphisch dar.

Losung zu Aufgabe 7.10.

Die erste Losung ist sofort abzulesen als 21 = —3 = 3-¢™, denn es gilt V27 = 3 baw.
(3-€™)3 = 2737 = 27 ™. ¥ = 27. ¢ = —27.

Mittels Polynomdivision erhalten wir dann 22427 = (24 3)(2% — 32+ 9). Der zweite
Faktor lasst sich nun mit Hilfe seiner Nullstellen noch weiter zerlegen. Diese sind gerade

=3 L +i- L) =3.¢F und 3=3-(3 —i-L) = 3-¢'F.

Damit ist die Losungsmenge L = {— 3,2+z ‘2[,5—2' 3\2[} = {3-ei”,3-ei'§,3-ei'%}.

Aufgabe 7.11.

Nutze die Mo1vREsche Formel (cos(¢)+isin(¢))" = cos(n¢)+isin(ng) , um die folgenden
Funktionen allein mit Hilfe von cos(¢) und sin(¢) auszudriicken:

(a) cos(3¢) (b) sin(2¢) + cos(4¢)
(c) Zeige > 2F = % fir alle z € C\ {1} und n € Ny per Induktion. Benutze dies
k=0
und die MorvREsche Formel, um ) cos(k¢) = 1+ cos(¢) + cos(2¢) + - -+ + cos(n¢) fir

k=0
beliebig grofie n € N allein mit Hilfe von cos((n + 1)¢), sin((n + 1)¢), cos(¢) und sin(¢)
zu berechnen. Hinweis: cos(¢) = R(cos(¢) + i -sin(¢)).

Losung zu Aufgabe 7.11.

(a) Es gilt
cos(3¢) = R(cos(3¢) + isin(3 )
= R ((cos(¢) + isin(e))?)
= R (cos(¢)® + 3i cos(¢) sin(¢) — 3cos(¢) sin(¢)* — i sin(¢)?)
= cos(¢)® — 3 cos(¢) sin(¢)?
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(b) Es gilt

sin(2¢) + cos(4¢) = (cos(2¢) + isin(2¢)) + R(cos(4¢) + isin(4¢))
((cos(¢) +isin(¢))?) + R ((cos(¢) + isin(¢))*)

= 2cos(e)sin(¢p) + cos(¢)* — 6 cos(¢)? sin(¢)* + sin(¢)*.

R
R;

(¢) Zunéchst der Induktionsbeweis:

Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt 22:0 F=1= }’—Z .

Induktionsschritt:
(i) Induktionsvoraussetzung: > 2% = 122"~
k=0
. . ntl nt2
(ii) Induktionsbehauptung: 3 2F = 12—
k=0

(iii) Beweis: Gelte > 2F =
k=0

T Dann gilt auch

n+l n+1 Zn+2 1 Zn+2

1— 2 1_zn+1+zn+1 _ _
_ n+1 __ n+l __ _
Zz (Zz>+z —1_2 +z = 11— =1

und somit ist der Induktionsschritt von n auf n + 1 vollzogen.

Nun zur Bestimmung einer einfachen Formel fir 1+ cos(¢) + cos(2¢) + - - - 4 cos(ng) :

Es gilt
Z cos(kx) = R (Z cos(kx) + 1 sin(kx))
k=0 k=0
MOIVRES(::he Formel R (Z(COS(:E) . isin(w))k>
k=0
n _n+1
kX::OZkz_l 1= 5 1 — (cos(z) + isin(z))"
B 1 — cos(x) — isin(z

MortvREsche Formel 1 —cos((n+1)x) —isin((n + 1)z)
B R ( 1 — cos(z) — isin(x) )
(I —cos((n+ 1)z))(1 — cos(x)) + sin((n + 1)x) sin(z)

(1 — cos(x))? + sin(z)?

Beim letzten Schritt haben wir verwendet, dass fiir eine komplexe Zahl z = a 4 ib die
Beziehung z -z = (a+ib)(a —ib) = a* — (1)?0* = a*+0* = [2|? € R gilt.

Aufgabe 7.12.
Geben Sie alle Losungen der Ungleichung

|z —2| < |z — 3]
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an, wenn a) x € R und b) xz € C ist und skizzieren Sie jeweils die Losungsmengen!

Losung zu Aufgabe 7.12.

a)

reR:

Fall » > 3:
Die Ungleichung lautet dann * —2 <x—3 <& —2< —3 = falsche Aussage

Fall 2 <z <3:

Die Ungleichung lautet dann z —2 <3 —2 & x < g :
Wir erhalten das Intervall [2, 2[.

Fall z < 2:

Die Ungleichung lautet dann 2 —2 <3 —2 < 2<3 = wahre Aussage
Wir erhalten somit das Intervall | — oo, 2[.

Die Losungsmenge ist demnach L = | — oo, 3[.

Alternativer Losungsweg: Quadrieren beider Seiten ergibt

lz -2 < 237 & (@-2)? < (z-3)? & 2 —4dr+4 < 2*—63+9

& <3 & ze]l-ool

x € C: Eine komplexe Zahl x € C lésst sich darstellen als x = a + ib. Ihr Betrag ist
definiert als  |z| =vz-T = \/(a+ib)(a—ib) = Va2 + b2,

Demnach ist die Ungleichung dquivalent zu

lz -2 < |[z—=3° & (a—2+ib)(a—2—ib) < (a—3+ib)(a— 3 —ib)

s (a—2+b < (a—3)*+ 1
& (a—2)* < (a—3)?

& a’—4a+4 < a®*—6a+9
& a < 2

2

Die Losungsmenge ist L = {z € C | R(z) <3} = {z € C|R(x) € | —00,3[}.

Aufgabe 7.13.
Losen Sie die folgenden Gleichungen {iber C.

=1
=161
=414
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B =24N

Losung zu Aufgabe 7.13.

(a)

Das generelle Vorgehen bei der Losung von Aufgaben des Typs 2" = w mit n € N;w €
C ist immer dasselbe.

Man schreibt die Gleichung in die Exponentialform um, dies fiihrt bei 2° =1 auf
e = 1. " = |z]e™.

So nun muss als Erstes der Betrag iibereinstimmen, hier also > = 1. Da der Betrag
stets positiv ist fithrt dies auf r» = 1. Jetzt muss noch der Winkel {ibereinstimmen,
also 5¢ = 0. Demnach lautet die erste Losung ¢; = 0. Ist ja auch nicht weiter
verwunderlich, da 1-e? = ¢ = 1 eine Losung ist, die man auch vorher hitte ablesen
konnen.

Nach dem Hauptsatz der Algebra, existieren aber 5 Losungen iiber C und nicht nur
eine. Daher nutzen wir nun die 27 -Periodizitéit aus. Und zwar wissen wir, dass in der
komplexen Zahlenebene der Winkel 0 der selbe ist, wie 27, 47, 67, 87 . Wir erhalten
also als weitere Gleichungen

5¢ = 27
5¢ = 4r
5 = o6r
5 = 8m

und somit die weiteren Losungen

2 4
¢2=g7ﬂ¢3=g7ﬂ¢4=—ﬂa¢5=—ﬁ-

Insgesamt erhalten wir demnach die Losungen
i

2
z1=1,zg=¢€"3",23=c¢€

Hétten wir iibrigens mit den Winkeln nach 87 weiter gemacht, mit 107 usw., dann
hétten wir als Losungen wieder Zahlen bekommen, die wir aufgrund der 27 Periodi-
zitat bereits hatten.

Man schreibt die Gleichung in die Exponentialform um, dies fithrt bei z* = 16i auf
et =16 €2 = |z]eY.

So nun muss als Erstes der Betrag iibereinstimmen, hier also 7* = 16. Da der Betrag
stets positiv ist fithrt dies auf r = 2. Jetzt muss noch der Winkel {ibereinstimmen,
also 4¢ = 7. Demnach lautet die erste Losung ¢, = .

Nach dem Hauptsatz der Algebra, existieren aber 4 Losungen iiber C und nicht nur
eine. Daher nutzen wir nun die 27 -Periodizitéit aus. Und zwar wissen wir, dass in der
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komplexen Zahlenebene der Winkel 7 der selbe ist, wie bm  9m 137” Wir erhalten
also als weitere Gleichungen

om
4¢ = 97
s
4¢ = g
T
4¢ = -
und somit die weiteren Losungen
P2 = gﬂﬂbs = §7T,¢4 = ?W-

Insgesamt erhalten wir demnach die Losungen
1 ;5 9 13
21 = 2€'87 29 = 2e'87 23 = 2e'87, zy = 2e'E ",

Hétten wir iibrigens mit den Winkeln nach %71‘ weiter gemacht, mit gw usw., dann
hétten wir als Losungen wieder Zahlen bekommen, die wir aufgrund der 27 Periodi-

zitat bereits hatten.

Man schreibt die Gleichung in die Exponentialform um, dies fiihrt bei 2 =1 auf
rieti® = \/32 . T = |z|e"Y.

So nun muss als Erstes der Betrag {ibereinstimmen, hier also 7% = v/32. Da der Betrag
stets positiv ist fiihrt dies auf » = ¥/32. Jetzt muss noch der Winkel iibereinstimmen,
also 6¢ = %’T . Demnach lautet die erste Losung ¢ = Z—Z.

Nach dem Hauptsatz der Algebra, existieren aber 6 Losungen iiber C und nicht nur
eine. Daher nutzen wir nun die 2m-Periodizitat aus. Und zwar wissen wir, dass in der
komplexen Zahlenebene der Winkel %’r der selbe ist, wie 137 2l = 297 = 3Tm - 45w

40 4 4 T4 Ta
Wir erhalten also als weitere Gleichungen
137
6¢p = —
¢ 4
21m
6 = —
¢ 4
291
6 = —
¢ 4
3T
6 = —
¢ 4
457
6 = —
¢ 4
und somit die weiteren Losungen
13 21 29 37 45
$2 = ﬂﬁa% = ﬂﬂ-agbll = ﬂﬂ,% = ﬂﬂ—7¢6 = ﬂﬁ-

Insgesamt erhalten wir demnach die Losungen
12 i 2 12 j13 12 ;21 12 i 29 12 i 37 12 i 45
z1 = V32e'2u1T 29 = V32e'17T 23 = V32e'u"T, 2y = V3217 25 = V3217, 2z = /32e'247

Hétten wir iibrigens mit den Winkeln nach 47457r weiter gemacht, mit %7‘(‘ usw., dann

héatten wir als Losungen wieder Zahlen bekommen, die wir aufgrund der 27 Periodi-
zitét bereits hatten.
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(d) Man schreibt die Gleichung in die Exponentialform um, dies fithrt bei 23 = 2+ 2i auf
e = /8. ' T = |z|e"?.

So nun muss als Erstes der Betrag iibereinstimmen, hier also % = /8. Da der Betrag
stets positiv ist fiihrt dies auf r = /8 . Jetzt muss noch der Winkel iibereinstimmen,

also 3¢ = 7. Demnach lautet die erste Losung ¢; = 7.

Nach dem Hauptsatz der Algebra, existieren aber 3 Losungen iiber C und nicht nur
eine. Daher nutzen wir nun die 27 -Periodizitat aus. Und zwar wissen wir, dass in der
komplexen Zahlenebene der Winkel 7 der selbe ist, wie o 1?7”. Wir erhalten also

4
als weitere Gleichungen

9
3 = —
¢ 4
177
3 = —
¢ 4
und somit die weiteren Losungen
3 17
P2 = 4—17T,¢3 = Eﬂ-

Insgesamt erhalten wir demnach die Losungen
\6/— itw \6/_ iZn 6/q iilx
271 = V8e"2™, zg = V/8e'127, 23 = /8e'12

Hétten wir iibrigens mit den Winkeln nach %7‘(‘ weiter gemacht, mit 24—57r usw., dann
héatten wir als Losungen wieder Zahlen bekommen, die wir aufgrund der 27 Periodi-

zitat bereits hatten.
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7 Komplexe Zahen

7.3 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 7.1.
Berechnen Sie zy 4+ 29, 21 — 22, 21 22, z—; , Z2 -2, von (geben Sie das Ergebnis in der Form
z=a+1b anl):

(a) z1=1+13, z=1-1
(b) 21 =2+31, 2=3-5H
()
(d)

z7=4—",, z2=4+n

1 = Z9 — -2 -4
Losung zu Aufgabe 7.1.

(a) o z+2=2+1v3-1)
o 21—z =1+3+1)
° 21-z2:1—2+2\/§+\/§

o 2L — L3 _ (14+/3)(142) _ 1-1/3 —I—z”‘/g
22 1—2 (1—2)(142) 2 2

o Hozm=(1+1)1+1w3)=1—V3+1(1+V3)
(b) ® Zl+22:5—2l
® 2 —29=—14+2

® 21-2=6—-100+ 9%+ 15

21 _ 2431 _ (2432)(3+5) 1
* o= 3J—r5z = B=50)(3+5) 35(—=9+19%)

e -2 =0124+3)3+5)=-9+1%

(c) o z1+2=28
o 21 —29=—1
o 229 =41

21 _ 4=5 __ (4=59)(4=51) __
o L= = aey = m(—9—40y)

e 2 -2z =(4—5)(4—5)=—-9—40

(d) o z+20=—2-3

Aufgabe 7.2.
Bestimmen Sie von der komplexen Zahl z den Real- und Imaginéarteil:
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(a) 2=
(b) 2= 3112;

2
() == (%)
(d) z=re? mit r=4, ¢=2x

(e) z=re® mit r=2V3, ¢= —27

Losung zu Aufgabe 7.2.

() 2= () =1
(d) 4eé™ = 4(cos(2m) +usin(3m))
() 2¢/3e~*3™ = 2v/3(cos(2m) — usin(2n))

Die Realteile und Imaginérteile kénnen Sie entsprechend ablesen.

Aufgabe 7.3.
Berechnen Sie den absoluten Betrag und das Argument der komplexen Zahlen und geben
Sie die trigonometrische und die exponentielle Form an:

(a) z=1+1
(b) z=+3+1

Lésung zu Aufgabe 7.3.

I
N
CD@
INE
I
)
—~
o
@]
)
—~
INE
N—
+
-~
2
B
S
ISE
S~—
N—

(a) 1+2=V2, ¢=arg(l+1)=72 z

(b) |\/§+Z|:2, ¢:arg(\/§+2):% Z:2€i£

o
Il
[\]
—~
Q
o
wn
—~
Sk
~—
+
.
921
=
=
—~
SE]
~—
~—

(€) =2+ =1, garg(—i+12) =2 2 =¢5 = (cos(X) +isin(E))

(d) z=42 =522 = 2(2+i+4i+i+2°) =i, als0 [z =1 und ¢ = arg(i) = 5

s

z=¢e'2 = (cos(3) +isin(5)).
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7 Komplexe Zahen

o 144 _ 3i—14+144 _ 44(3—i) _ 12i44 _ 2 6
(e) Z_Z+3_L_ 3:i+ =S = =t
v 4+ é—iﬂ : %, ¢ =arg(t+ é—j:) = arctan(3)
z= @e”man(?’) = @(cos(arctan(i&)) + isin(arctan(3)))

Aufgabe 7.4.
Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir « € R beliebig aber fest und alle
neN

(cos(x) + 1sin(x))" = cos(nz) + 1sin(nx)

gilt. (Formel von Moivre)

Losung zu Aufgabe 7.4.
At n=1
(cos(z) + vsin(z))t = cos(z) + 2sin(x) v

ISSsn—-n+1
IV: Es gelte (cos(x) + usin(z))™ = cos(nx) + ¢sin(nz) fir ein n > 1.
IB: zu zeigen: (cos(x) + usin(x))" ™! = cos((n + 1)x) +2sin((n + 1)x)
Beweis der IB:

(cos(z) + vsin(z))" (cos(z) + 2sin(x))" (cos(z) + 2sin(x))
(cos(nx) + 2sin(nz))(cos(x) + 2sin(z))
cos(x) cos(nx) + 1sin(nz) cos(x) 4 1 cos(nx) sin(z) — sin(nx) cos(x)

cos((n+ 1)z) +2sin((n + 1)x)

~
<
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7.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 7.1.
Fiir welche Punkte z = x + 1y der GauBlschen Zahlenebene gilt:

(a) |argz| < %
(b) 0 <V23(2) < |2|

(€ lz+1] <z =1
Losung zu Aufgabe 7.1.

(a) Fir die rechte Halbebene ohne die imaginére Achse, also

{z€C:R(2) >0}

(b) Wegen 0 < 1/23(2) schon mal nur fiir alle komplexen Zahlen mit positiven Ima-
gindrteil. Und wegen

V2 < Va2 41?2
200 < a®+ b
b < a
auch nur fiir alle komplexen Zahlen, deren Realteil groler ist als ihr Imaginérteil. Also

insgesamt
{z€eC:3(2) >0AR(2) > 3(2)}

(c) Fiir die linke Halbebene inklusive der imaginiren Achse, weil

lz+1] < |z—1]
lz4+ 17 < |z —1]
(a+1)2+b* < (a—1)*+ b
a?4+2a+1 < a>—2a+1
a < 0,
bzw.
{ze C:R(z) <0}.
Aufgabe 7.2.
Losen Sie die Gleichungen:
(a) 20=1
(b) zt=-1
(c) =&
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(d)
(e)
(f)

7 Komplexe Zahen

2 =10v3-1)
|z|=2-Z
2> =242

Losung zu Aufgabe 7.2.

(a)

wegen 2% = r6¢¥¢ = 1 erhalten wir r = 1. Weiterhin muss €%? = 1 gelten. Wir wissen,

dass der Einheitskreis fiir ¢ = 0, also €’ =1 und somit die Gleichung fiir ¢ = % =0
erfiillt ist. Jetzt wissen wir, dass die Losungen symmetrisch iiber dem FEinheitskreis
verteilt sind, dementsprechend erhalten wir als Winkel ¢ € {% = 2r 37 4 5—”} . Die

371373737373
Losungen lauten daher:

=1 z=-123=€3, z4= ez%ﬂ, 25 = 624?”, 26 = s

Wegen z* = rte™® = —1 erhalten wir » = 1. Weiterhin muss ¢ = —1 gelten.
Wir wissen, dass der Einheitskreis fiir ¢ = 7, also €™ = (cos(w) + isin(7)) = —1
und somit die Gleichung fiir ¢ = 7 erfiillt ist. Jetzt wissen wir, dass die Losungen

symmetrisch iiber dem Einheitskreis verteilt sind, dementsprechend erhalten wir als

Winkel ¢ € {%, ?jf, %”, %’} . Die Losungen lauten daher:

Py 23T Pyl I
21 =¢€4, zZg=¢'"4, zzg=¢e4, z=4¢'1
wegen 2° = r3e®? = 8 erhalten wir r = 85 = 2. Weiterhin muss e®? = i gelten.
Wir wissen, dass der Einheitskreis fiir ¢ = T, also €'z = (cos(Z) +¢sin(Z)) = ¢ und
J 2 2 2

us

somit die Gleichung fiir ¢ = % = ¢ erfiillt ist. Jetzt wissen wir, dass die Lésungen
symmetrisch iiber dem Einheitskreis verteilt sind, dementsprechend erhalten wir als

Winkel ¢ € {%, ‘%, ‘%’T} . Die Losungen lauten daher:

s 5 9
21 =2€'6, zg=2e"6, z3=2"56,

wegen 2% =re? = 1(iv/3—1) und |3(iv/3 —1)| =1 erhalten wir r = 1. Weiterhin

muss e = 1(iv/3 — 1) gelten. Wir wissen, dass der Einheitskreis fiir ¢ = %, also

4n dr
6% = (cos(¥) +isin(F) = 1(iv/3—1) und somit die Gleichung fiir ¢ = < erfiillt ist.
Jetzt wissen wir, dass die Losungen symmetrisch iiber dem Einheitskreis verteilt sind,
dementsprechend erhalten wir als Winkel ¢ € {Z, 4T I« 10—“} . Die Losungen lauten

62626 6
daher:

2| = Va2 + b = a® + b
(a®> +b6*)(1 - (a®> +b%)) = 0
1 = a*+ b

erhalten wir z € {{¢"’|¢ € [0,2m)} U0} .

wegen 2° = 1’ = 2 4+ 2 = \/8¢'T erhalten wir r = V/8. Weiterhin muss ¢ =

gelten und somit ist die Gleichung fiir ¢ = 5 erfiillt. Jetzt wissen wir, dass di

@ =13
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7 Komplexe Zahen

Losungen symmetrisch iiber dem Einheitskreis verteilt sind, dementsprechend erhalten
r 9n 17fm Zom 33“} Die Losungen lauten daher:

wir als Winkel ¢ € {55, 55, 505 505 50
10 Ed 10 ks L Lim 1 2 E 2
2= V8e'w, 2= V8, = V8e'w, = V8e'wr, = V8"

Aufgabe 7.3.
Stellen Sie die folgenden Mengen graphisch dar

(a) My:={z€C||z-3+i<3}.
(b) My :={z€C||z+5i| >1}.
(c) M3:={z€C|2*=1}.

Losung zu Aufgabe 7.3.

(a) My :={z€C||z—3+i] <3}.Das ist der Kreis in der komplexen Zahlenebene mit
Radius 3 inklusive Kreisrand um den Mittelpunkt 3 — 2.
Denn wir erhalten mit z = a + ib nach Quadrieren die ,innere

(a—3)*+(b+1)* <9

¢ Kreisgleichung

(a+ib—3+i)(a—ib—3—-17) <9 <

(b) My :={z € C||z+5i| > 1}. Das ist der AuBenkreis in der komplexen Zahlenebene
mit Radius 1 inklusive Kreisrand um den Mittelpunkt 5i, das heifit, die gesamte
komplexe Ebene aufler dem erwahnten Kreis.

Denn es gilt mit z = a + ib nach Quadrieren die ,duflere
2+ (b-5)?% > 1.

© Kreisgleichung

(@a—ib+5i)(a+ib—5) >1 <

() My:={zeC|F=1} = {1,”;,',} 1,2k g

oder Mgz{cos—+zsm— k=0,...,7}.
Dies sind genau sdmtliche achten Einheitswurzeln, die sich auf dem Einheitskreis in

der komplexen Ebene befinden.
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8 Zahlenfolgen

8.1 Wiederholung - Theorie: Zahlenfolgen

(a) Sei {a,}>2, eine reelle Zahlenfolge, d.h. a, € R fiir n € N. Dann heifit die Zahlenfolge
konvergent, falls es ein a € R gibt, welches die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir alle € > 0 existiert ein N = N(¢) € N, so dass |a, —a| < e fur alle n > N(e).
(in Zeichen: Ve>03IN=N()eNVneN:(n>N(e) = |a, —a|] <¢e))

AuBerdem heifit a dann Grenzwert der Folge {a,}5°, . Schreibweise:  lim a, = a
n—o0

(b) Seien {a,}, {b,} Folgen aus R mit lim a, = a € R und lim b, = b € R. Dann

n—o0 n—oo

gelten

lim (an + bn) =a+ b7 lim (an - bn) =a— b7 lim (anbn> = ab

n—oo n—oo n—o0

Im Fall b#£0 gilt: 3 N € N, so dass fir n> N: b, £ 0 und lim (-) —a,
n—

o0 b’"/
(c) Sei {a,}5°, eine Folge aus R. Dann heifit {a,}>°,; bestimmt divergent,
falls einer der beiden Félle auftritt:

a) lima, =00 <= VLERIN=N(L)eNVneN:(n>N(L)=a,>L)

n—o0

b) lima, =-00 <= VLERIN=N(L)eNVneN: (n>N(L) = a, <

n—oo

L)

Achtung: co und —oo sind keine reellen Zahlen, das heifit oo, —oo ¢ R !

(d) Besitzt die Folge {a,}>2, den Grenzwert 0, so nennen wir {a,}>°, auch Nullfolge.
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8.2 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 8.1.
Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:

(a)
(b)

lim % =0.
n—oo

Es sei {a,}>°, eine gegen a € R konvergente Folge reeller Zahlen und {b,}2°, eine
gegen b € R konvergente Folge reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Folge {¢,}%; mit ¢, = 3a,, —5b, gegen den Grenzwert 3a—>5b.

Losung zu Aufgabe 8.1.

(a)

Es sei € > 0 beliebig und fest. Als N(e) wéhlen wir irgendeine natiirliche Zahl N(e) €
N, fiir die N(e) > % gilt.
( Warum gibt es ein solches N(¢) € N? R erfiillt das Archimedische Axiom! )

Es sei n € N mit n> N(¢). Aus n > % > 0 folgt dann n? > 1 >0 und schlieBlich

— —0l==<ce€.
n? n?

1 ' 1
Es ist zu zeigen:

Ve>03dIN=N()eNVneN:(n>N(E)=|c, — (3a — 5b)| < ¢)

Sei nun € > 0 beliebig, n:= ¢ und v := 3.

Nach Voraussetzung existiert ein M , so dass Vn > M die Bedingung |a, —a| <n = ¢
gilt.

£

Weiter existiert nach Vor. ein K, so dass ¥n > K die Bedingung |b, —b| <v = 33
gilt.

Wir setzen nun N(e) := max(M, K). Es sei n € N mit n > N(e).

Da n > M, folgt |a, —a| <n = ¢ und ebenso auch |b, —b| <n =5 wegen n > K .

Insgesamt folgt nun:
€

(3t — 5bn) — (34— 5b)| = |3(an — ) — 5(by — b)| < 3|an — a| + 5|by —b| < 3%+510

= ¢.

Aufgabe 8.2.

Untersuchen Sie das Grenzverhalten der Folgen {a,}22;, {b,}22, und {c,}>°,, welche
wie folgt definiert sind

n? n—1 4n* — 1

a, = . byi=m——, = )
2n2 —3n+3 n?+1 8n —1
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Losung zu Aufgabe 8.2.

Wir klammern stets die hochsten n-Potenzen des Nenners aus (und kiirzen sie).
2

3 _ n _ 1
(a) Esgilt dann a, = 52755 = 73T
n n

Fiir den Nenner erhalten wir dann lim ((2—32 +32))=2-0+0=2.

n—o0

Somit folgt nllﬁngO Gy = % .

3=
w""

1
+o2

n

(b) Die zweite Folge kann umgeformt werden zu b, :=

—_

Fiir den Nenner gilt lim (1 + #) =140 = 1. Im Zahler stehen jedoch nur
n—oo
Nullfolgen, so dass lim b, = 0 folgt.

n—oo

31
(c) Fiir die dritte Folge haben wir ¢, = 4875_’11 = 47;_ =

n

Fir den Nenner erhalten wir dann lim (8 — %) =8+0=28.
n—oo

Da 4n? bestimmt gegen oo divergiert und % eine Nullfolge ist, folgt dann ins-
gesamt,

dass lim ¢, = c©.
n—oo

Aufgabe 8.3.

Sei a > 0. Untersuchen Sie die angegebenen Zahlenfolgen auf Konvergenz und bestimmen
Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert:

(a) a”
(b) i

(c) L

(d) na™

Losung zu Aufgabe 8.3.

oo d.h. bestimmt divergent gegen oo a > 1,
a=1,
a < 1.

a>1,
a=1,
a < 1.

1

1

2

0
1 a>1,
(c) lim (Z::L—Z:Z) = 0 a=1,
-1 a<l.
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. n oo d.h. bestimmt divergent gegen oo a > 1,
lim (na™) = {0 0<l

Aufgabe 8.4.
Weisen Sie mit Hilfe der € — n.— Definition des Grenzwertes nach, dass Folgendes gilt:

(a) lim + = 0,

n—oo

(b) lim % = 0,

n—soo 4N

(¢) lim 224 = 2

n—soo N1 ’

(d) lim 2° =32,

n—oo
: n?-1 _ 1
(e) Im 50 = 5.

Lésung zu Aufgabe 8.4.

(a) lim & = 0. Fiirjedes e >0 gilt |2 —0] = £ < ¢ firalle n>n.:= |1 +2].

n

n—oo

(b) lim 5 = 0. Firjedes ¢ >0 gilt |43 —0] = 5 < ¢ firalle n > n, =
n—o0
Lz +2]

(c) lim 2= = 2. Fiir jedes € > 0 gilt |21 —g = |2t _ 6 9 = A6 o
n—oQ

fiir alle n > n. == |2 +1].

(d) lim 2°=32. Fiir jedes € >0 gilt [2° —32| = 0 < ¢ fiiralle n>n.:=1.

n—oo
cop2-1 1 Lo : n?-1 1) _ n+5 8 1 _ _ =
(e) 7};120 srir = 5. Firjedes e >0 gilt |55 —5] = 5255875 = 57 < €
fiir alle n > n, := L% 1.

Aufgabe 8.5.
Setzen Sie a,, jeweils gleich den folgenden Ausdriicken, berechnen Sie hiermit den Grenzwert
a der Zahlenfolge {a,} und bestimmen Sie danach N = N(e¢) derart, dass |a,, —a| < € fiir
alle n > N(e) gilt.

(2) i

(b) (1+7)"

N

(¢) (sin(n)+ cos®*(n))n~

Losung zu Aufgabe 8.5.
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Sei a, = Z—: Der Grenzwert ist offensichtlich gegeben durch

Es folgt

bzw.

Daher kann man als N(e) = [2 — 1] + 1 wihlen oder natiirlich jedes groBere N (e)

ebenfalls.

Sei a, = (14 1)1, Der Grenzwert ist offensichtlich gegeben durch

1
lim (1 + =) =1.

n— o0 n

Es folgt

1+ < e+1
n
1 10
1+—- < e+1

< Ve+1-1

Ve+1-1

Daher kann man als N(e) = |
ebenfalls.

ﬁ] + 1 wihlen oder natiirlich jedes grofere N(e)

Sei a, = (sin(n) 4 cos®(n))n"2. Der Grenzwert ist gegeben durch

1 2
lim |(sin(n) + cos®(n))|n"2 < lim —= = 0.

n—00 n—oo v/M
Es folgt
2
a, — a| = |(sin(n) + cos?’(n))n_% —-0] < NG < e,
bzw.
4
6_2 <n.

Daher kann man als N (e) = []41 wihlen oder natiirlich jedes grofere N () ebenfalls.

Aufgabe 8.6.
Berechnen Sie mittels lim, (14 2)" = e® die Grenzwerte a,,, falls a, gleich ist:
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(b) (1= (n—2))s

(C) (1 _ n71)787(1 _ n*l)fn(6 + anOOO)fl

Losung zu Aufgabe 8.6.

w|—

(a) lim, oo(l+3)" =€
(b) lim, (1 — (n —2)71)"5 = ¢!

() limysoo(1 = n™ 1)~ (L—n=H)7"(6 +n 1)~ = e

Aufgabe 8.7.

(a) Sei a, = (3+ (1/n))* (n € N). Berechnen Sie den Grenzwert a der Zahlenfolge {a,}
und bestimmen Sie zu € > 0 ein N = N(e) derart, dass |a, — a|] < € fir alle n > N(e)
gilt.

(b) Sei a, eine Folge, die gegen a konvergiert, und sei b, := @+ die aus den arithme-
tischen Mittelwerten gebildete Folge. Beweisen Sie, dass b, — a gilt.

Losung zu Aufgabe 8.7.

(a) lim a, = (3+ lim (1/n))* = 81 und

n—oo n—00

(34 (1/n))* —=81|<e<= 3+ (1/n))* <81 + e«
1/n<@Bl+e)/*—3<n>[81+¢*—3]7L

Also withle N = N(e) als die kleinste natiirliche Zahl mit N > [(81 + ¢)'/4 —3]7!.

(b) Zu zeigen ist, dafl es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit |b, —a| < € fiir alle n > N .
Sei also € > 0 vorgegeben, dann gibt es ein Ny mit |a, —a| < €/2 fir alle n > Ny, da
a, gegen a konvergiert. Definiere nun N als die kleinste natiirliche Zahl mit N > N,

No
und N > 2(> |ay — a|)/e, dann gilt fiir jedes n > N die Abschitzung
k=1

n n
[bn —al = |5 32 ar —al < 3 3 Jar —af =
k=1 k=1
10 g gl T _ N, /g n=No-l_j9 <
=3 e —al+ - > |ar—a] < Te/2+ =0=¢/2 < e
k=1 k=No+1

Aufgabe 8.8.

Geben Sie Folgen (ay), (b,) an mit a, — oo, b, — 0 und
(a) apb, — +o0 ;

(b) apb, - —0 ;
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(¢) apb, > c€ R ;
(d) (anb,) beschriankt, aber nicht konvergent.

Losung zu Aufgabe 8.8.

z.B. a, =n? b, =1/n;
z.B. a, =n? b,=—1/n;
(¢) zB. a, =n, b, =c/n;

(d) z.B. a, =n, b, =(=1)"/n.

Aufgabe 8.9.
Untersuchen Sie die Existenz der folgenden Grenzwerte und bestimmen Sie gegebenenfalls
ihren Wert.

(a)

1 1
limn(\/1+—+\/1+—2—2)
n—00 n n

Losung zu Aufgabe 8.9.

: 1 1 . 1 : 1
Ayt gyt =2 = el — D (45— 1)
(Jrep=1) (i)

= limn + lim n
1 1 1
= lim —+ lim ———
1+1. 11
2 n—oo 1 2
B 1
2

127
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8.3 Aufgabenserie mit Lésungen

Aufgabe 8.1.
Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,) mit
3n—1
an =
on + 7

und beweisen Sie die Konvergenz, indem Sie direkt die Definition des Grenzwertes be-
nutzen, d.h. finden Sie @ € R und zu jedem € > 0 ein N(¢) € N, so dass fiir alle n > N(¢)
die Ungleichung |a, —a| < e gilt.

Berechnen Sie jeweils ein N(g) fiir e € {1071,1073,1075} .

Losung zu Aufgabe 8.1.

Esist lim a, =3/5.

n—o0

Beweis:  Es gilt

L 3 _ 1n=5 1421 26
"5 5Gn+7) 56n4+T7) 5(n+7)
und somit
3

B 26 _ 261
5 56n+7) T 25 n

Es sei € > 0 beliebig.
Dann setzen wir N(¢) :=[22] +1, wobei [z] :=min{z € Z | z > z}.

25¢

Es sei nun n € N mit n > N(¢). Dann folgt offensichtlich n > 2% was zu + < 2¢

25¢ 7
dquivalent ist, und somit

3 < 26 1 - 26 25¢ . | 3 - .
a, —-| < —.— — . ——=¢, also a, — —
5 25 n 25 26 5
|
Bei unserem N(e) ist
€ = (227 N(e) kleinstmogliches N (¢)
- 52 2% _ 26 1 2
107 5 11 12 10, denn sz = 55 < 15 = 559
1072 1040 1040 1041 1039, denn 5(5-1(2)%96+7) = 1310305 1<3 % < 21529685 = 5(5~1(2)§8+7)
107 | 1040000 | 1040000 | 1040001 | 1039999, denn gyl = b < < 20

Hétten wir Ny(e) := max (101°°, [257] 4 1) anstelle von N(e) := [22]+41 genommen,
so wire natiirlich

Ni(107Y) = Ni(107%) = N;(107%) = 10" |

womit wir uns das Rechnen erspart hétten.
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8 Zahlenfolgen

Aufgabe 8.2.
Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:

(a) Die Folge (%):;O:l konvergiert nicht gegen 1.

(b) Die Folge ((—1)")%2, ist nicht konvergent.

(c)

n=1

lim =0.

1
1_ 2
n—oo TN +1

Losung zu Aufgabe 8.2.

(a) Wir verwenden die Beweismethode mit Widerspruch:

Annahme: %—>1.
Dann gilt: Ve>03IN=N()eNVneN:(n>N()=|: -1 <e).

Insbesondere géabe es dann ein N (%) ,so dass fiir alle n € N mit n > N (%) ; |% - 1! <
1

g

Es sei nun n :=max (N(3),3) . Dann gilt n > N (3), also |% — 1! < % . Andererseits
gilt aber auch n > 3, also % < % . Es folgt somit

2 <1 L_ |2 1| < L

3 n |n 2

Widerspruch.

Wir verwenden die Beweismethode mit Widerspruch:

Annahme: da € R mit lim (-1)" =a
n— o0
Dann gilt: Ve>03IN=N(E)eNVneN:(n>N(E)=|[(-1)"—a| <¢)

Insbesondere géibe es ein N (4) , so dass fiir alle n € N mit n > N (3): |[(=1)"—aq| <
1

5 -

1. Fall: N (%) ist gerade. Dann ist auch n:= N (%) gerade und es gilt

n 1
jan —al = |(=1)" —a] = 1 —a| <.

Weiterhin ist dann n’ := N (%) + 1 ungerade und somit

/ 1
aw —al = [(=1)" —a = |=1—a| = [1+a] < 3.

Dreiecksungleichung
Es folgt insgesamt 2 = [1—a+(1+a)] < 1—a|+[1+a| < 1+4=1.
Widerspruch!

2. Fall: N (%) ist ungerade. Dann ist n = N (%) + 1 gerade und n’ := N (%) + 2

ungerade, so dass analog ein Widerspruch konstruiert werden kann.
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8 Zahlenfolgen

(c) Es sei € > 0 beliebig und fest. Als N(e) wéhlen wir ein N(e) € N mit N(e) >
max <\/§, %) . (Dieses existiert nach dem Archimedischen Axiom.)

Es sei n € N mit n > N(¢). Dann gilt n>% = 5 <e.
Aus n > /2 >0 folgt n2>2 und n* —n?+1=n?n*—-1)+1>n? und somit
——
>1
! 0 ! < ! <
- f— - e
nt—n?+1 nt—n?+1 n?

Bemerkung: Wir brauchen nur irgendein N(e), nicht zwingend das kleinstmdgliche.

Aufgabe 8.3.
Welche der folgenden Zahlenfolgen {a,} sind

(i) konvergent
(ii) bestimmt divergent
(iii) unbestimmt divergent
Bestimmen Sie fiir (i) und (ii) die Grenzwerte!
(a) (100 + 1)
(b) 372" + (=2)")

(C) 3n3—2n24+2n+4
4nt4n2—n

2n3—n2—n+1
3n3—1

)

) (=2)"

) 3"+ (=2)"
)

272"+ (=2)")
Lésung zu Aufgabe 8.3.

a onvergent mit Grenzwert = 10. , wel
(a) K g it G 100% = 10.000 il

1 1 1 1 1
lim (100+—)* = lim (100+)-(100+ ) = lim (100+)- lim (100+-) = 100-100 = 10.000

n— 00 n—oo n n—o00 n’ n—oo

(b) Konvergent mit Grenzwert 0, weil

2\

lim,, o (— J[falls n gerade
—2

lim 37"(2" + (=2)") = { _

2
3
n->00 lim,, o0 (352 )" Jfalls n ungerade
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8 Zahlenfolgen

(c) Konvergent mit Grenzwert 0, Weil

o3P =202+ 2n+4 Cond3—=—2n"t4+2m 2+ 4n3
lim = lim — =0
n—oo  4n*+4+n?—n n—o0 N3 dn+n-1 —n=2

d) Konvergent mit Grenzwert 2, weil
( g 2

P —n?—n+1 Cont2—nt—n24n3
lim = lim
n—oo 3n3 — 1 n—o0 7”L3 3 — 77,*3

(e) Unbestimmt divergent, weil

lim (—2)" =
n—oo —oo ,falls n ungerade

{oo Jfalls n gerade

(f) Bestimmt divergent mit Grenzwert oo, weil

lim,, .o 3" + 2" = 00 falls n gerade

lim 3" + (=2)" =4 ,
n—00 lim,, .o 3" — 2" > lim,, ,,c n = 00 falls n ungerade

(g) unbestimmt divergent mit Haufungspunkten 2 und 0

lim,, oo 2 - g—z =2 falls n gerade
n_on 0

lim 277(2" + (=2)") = {

J[falls n ungerade

Aufgabe 8.4.
Untersuchen Sie die folgenden Zahlenfolgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenen-
falls die Grenzwerte:

)
e) ep =1, eppy = i(en +1) ;
) f _ n?+1 n341

n 2n-+3 2n2—1

Losung zu Aufgabe 8.4.

@) VRVITT— Vi) = o = e

(b) Wegen
1 n
lim <1 + —) = exp(a)
n—o00 n
gilt
: 1\"
lim (1 - —) = exp(—1)
n—o00 n

131



8 Zahlenfolgen

() cop=2- (%)% — 0, cop—1 = 0 und somit ¢, — 0 (k,n — 00).

(d) doyp =2 (%)Qk — 00, dor,_1 = 0. Die Folge divergiert.

e) Zunichst zeigt man induktiv, dass e, > % fiir all n € N gilt, da e; =1 > 1 gilt und
3 3
aus e, > % die Ungleichung
> ! 1+ L L
€n —- -] ==
Ty 3) 3

folgt. Daher ist e, nach unten beschréankt. Aulerdem ist e, wegen

e, 93
+ —e, = é,.

4 4

e, 1 e,

1
6n+1—z+4—z+ '§<

A~ w

W=

monoton fallend. Also konvergiert e, , und zwar gegen die eindeutige Losung e =
der Gleichung e = 1(e+1).

(f)

n4+1 n*+1 @+ -1) -0 +1)@2n+3) —3n°+n*—2n—4

n — - = = —
J 2n+3 2n? -1 (2n+3)(2n% — 1) 4n3 +6n? —2n — 3
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

9.1 Wiederholung - Theorie: Monotonie

(a) Eine Folge {a,};2, heiBt monoton wachsend, falls fiir alle Glieder a, (n > ng)
gilt, dass a,41 > a, oder (falls {a,};2,, nur positive Glieder enthélt) =2 > 1.

(b) Eine Folge {an};2,,
dass a,y1 < a, oder (falls {a,}

heiBt monoton fallend, falls fiir alle Glieder a,, (n > ng) gilt,

oo n, hur positive Glieder enthélt) QZ—:l <l1.

(c) Eine Folge {a,};2,, heifit streng monoton wachsend, falls fiir alle Glieder a,, (n >

no) gilt, dass a1 > a, oder (falls {a,};2, nur positive Glieder enthilt) 2= > 1.

(d) Eine Folge {an};2,,, heiBt streng monoton fallend, falls fiir alle Glieder a, (n > ny)
gilt, dass ani1 < a, oder (falls {a,};2, nur positive Glieder enthilt) =2 < 1.

9.2 Wiederholung - Theorie: Supremum, Infimum
e Sei ) # A CR. Dann heift K € R Supremum von A (in Zeichen: supA = K ),
falls
(i) Yae A : a<K (K ist obere Schranke von A),
(i) VK'eR : (K'<K) = (3a€A : a>K')) ( K ist kleinstmoglich).
e Sei ) # A CR.Dann heift K € R Infimum von A (in Zeichen: sup A = K'), falls
(i) Vae A : a> K (K ist untere Schranke von A),
(i) VK'eR : (K'>K) = (3a€A : a<K')) (K ist groBtmoglich).
e Existiert fiir ) # A C R keine obere Schranke, so definieren wir sup A := +oo.

Ebenso definieren wir inf A := —oo, falls fiir ) # A C R keine untere Schranke
existiert.

o Ist A:={a, | n € N} die der Folge {a,}2, zugrunde liegende Menge, definiert man

welter
(i) lim supa, = lim (sup{ay : k>n}) ... Limes superior
n—oo n—oo
(i) lim infa, := lim (inf{ay : k>n}) ... Limes inferior
n—oo n—oo
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

9.3 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 9.1.

Zeigen Sie, dass die durch die Rekursionsformel z1 := /2, x,, = /2 + 2,_1 , gegebene Folge
konvergiert. Untersuchen Sie dazu das Monotonieverhalten und zeigen Sie mittels vollstandi-
ger Induktion, dass die Folge durch 2 nach oben beschrénkt ist.

Losung zu Aufgabe 9.1.

Esist o1 = V2,20 .= V24 V2,25 := /2 + V2 + V2. Wir erkennen, dass &,1 > <, , also

{z,}52, ist eine streng monoton wachsende Folge (denn die Wurzelfunktion ist selbst streng

monoton wachsend).
Wir beweisen mittels vollstandiger Induktion, dass x, < 2 fiir alle n € N.

Induktionsanfang: z; = v/2 < 2 ist eine wahre Aussage.

Induktionschritt:
Induktionsvoraussetzung: z, < 2.
Induktionsbehauptung: z,,; < 2.
Beweis: Ist z, < 2, dann ist (2,41)> = 2+ 2, < 2+ 2 = 4. Da auBerdem
T, > 11 = /2 > 0 gilt, ergibt sich nach Wurzelziehen, dass 2,41 < 2.

Somit ist {z,}°, ist eine streng monoton wachsende Folge und nach oben beschrankt, die
nach einem Korollar aus dem Satz von Bolzano Weierstradann konvergent ist.
Der Grenzwert z* muss offenbar die Fixpunktgleichung x* = /2 + z* erfiillen und positiv

sein. Daher folgt, dass (2*)? = 2 + z* und demnach ist z* = § + \/g = 2 (da die zweite

Losung % — % = —1 negativ ist) der gesuchte Grenzwert.

Aufgabe 9.2.
Untersuchen Sie die Monotonie der nachstehenden Folgen:

Losung zu Aufgabe 9.2.

(a) apt1—a, = (n+1)—n = >0, also ist die Folge {a,}>>, (sogar streng) monoton
wachsend.
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

(b) Die Folge {b,}52, ist fiir jedes k£ € N positiv und (sogar streng) monoton wachsend,
denn es gilt

k k

i b . B b

) 1Int—a n® + ) 1In~d
bupr _ (D2 b _ J; 2 S
b, nk N nk N nk nk

(c) Die Folge {c,}22, ist eine (sogar streng) monoton wachsende Folge, denn es gilt

Cpi1 — Cp = \/F_\/ﬁ = %ﬁrjﬁ = \/n+}+\/ﬁ > 0,

weil sowohl Zahler als auch Nenner positiv sind.

‘H

1

+

dn 1 _ n
(d) Wegen == =

monoton fallend.

So< M = 1 st die Folge {d,};2, (sogar streng)

3|

Aufgabe 9.3.
Bestimmen Sie die Menge der Haufungspunkte von

Losung zu Aufgabe 9.3.

(a) Wir betrachten die Folgen
(ng) = (2k) und  (my) = (2k — 1).

Dann gilt {n; : k € N} U {my : £ € N} = N. und es gilt

am = (DB ) = =34 gy
und
Gy = (—1)2(3 — %) =3+2
Dabher ist 5
o = Ji o, = fin - ) =3
und 4
a® = lim an, = lim (=3+ 5p—7) = -3

Somit ist die Menge der Hiufungspunkte durch {—3,3} gegeben und es gilt

limsupa, =3 liminf a,, = —3.
n—00 n—oo
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

(b) Wir betrachten die Folgen
(ng) = (2k) und (mg) = (2k —1).

Dann gilt {n;: k€ N} U{my : k € N} = N. und es gilt

by, =0
und

by, =2
Daher ist

bt =2
und

b = 0.

Somit ist die Menge der Héaufungspunkte durch {0,2} gegeben und es gilt

limsupb,, = 2 liminf a,, = 0.
n—00 n—00

(¢) Wir betrachten die Folgen

(1

(ny)) = 6k

(n?) = 6k—5
¥y = 6k—4
nM) = 6k—3
n) = 6k—2
(n)) = 6k—1

und die zugehorigen Teilfolgen von (a,). Es gilt, dass

{n,@ l=1,..6ke N} _N.

Dann gilt
A 1
b = (5——)—92— —
G = G- gp) 6k
4 1
— (5 _ " N_9_ __~
Cn® ) 6k — 5
= (5+ 1 )+ 2+ !
S = 6k — 4 6k — 4
1
o = —5 9
Cn® T3 T3
- 9
n® R R
1
_ _5 _ —
Cal® ter—1 6k — 1
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

Daher erhalten wir

C(l) = lim ¢ 1y = 3
k—oo Mk

® = lim ¢ @ = 3
k—oo "k

C(S) = lim ¢ (3 = 7
k—oo Tk

0(4) = lim ¢ (1) = -3
k—oo Tk

® = lim ¢ 5 = —3
k—oo "k

C(G) = lim ¢ 6) = -7
k—oo "k

Somit ist die Menge der Haufungspunkte durch {—7,—3,3,7} gegeben und es gilt

limsupa, =7 liminf n — ocoa,, = —7.
n—oo
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

9.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 9.1.

Es sei (a,) die rekursiv durch a; = 1 und a,41 = /1 + a, definierte Folge. Zeigen Sie,
dass diese Folge konvergiert. Den Grenzwert konnte man heuristisch als

\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

schreiben. Berechnen Sie ihn!

Losung zu Aufgabe 9.1.
Wir zeigen zunéchst mit vollstdndiger Induktion, dass (a,) eine streng monoton wachsende
Folge ist, d.h. dass fiir alle n € N

Ant1 > Qn

IA: n=1
an+1:a2:\/§>ﬁ:a1:an

ISSn—-n+1

IV: Es gelte a,y1 > a, fiirein n >1
IB: zu zeigen: a1 > Gniq

Beweis der 1B:

Apt2 = \/]- + apy1 > \/1 + ap = Apta

Als néchstes zeigen wir wieder mittels vollstdndiger Induktion, dass
a, <2 VYneN.

[A: n=1
a,=a1=1<2

ISsn—n+1

IV: Es gelte a, <2
1B: zu zeigen: a,1 < 2
Beweis der 1B:

nr =Vita,>VI+2=vV3<V4=2

Wir wissen jetzt, dass (a,) streng monoton wachsend und beschrénkt ist, dass heift sie ist
konvergent. Das heifit, es existiert ein a € R mit lim,,_,.(a,) = a. Weiterhin sieht man
sofort, dass a, > 0 und daher auch a > 0. Es folgt, dass

lim (V1+a,) =V1+a

n—oo

und wegen lim,, ,o(a,11) = a aus (an41) = (Va, + 1) auch
a=vVl1+a

oder
a®—a—1=0.
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

Als Losungen erhalten wir
1 1
= -+ —vb.
thp=35+5 V5
Da aber a > 0 folgt
1
a=S(1+ V5).

Die Zahl a wird auch als der goldene Schnitt bezeichnet.

Aufgabe 9.2.
Wir definieren rekursiv eine Folge durch x; = 7 und

In(zn_2)2 2
- Tis owenn I 4, +5 # 0,
—
T ,wenn z2 — 4a, +5 = 0.

(a) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass alle x,, nichtnegativ sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (x,)nen monoton ist.

(c) Beweisen Sie mittels (b), dass die Folge (x,)nen konvergiert.
)

(d) Berechnen Sie den Grenzwert lim,, ., T, .

Anmerkung:

Die falsch definierte Folge

T (2, — 1)
22 — 4z, +5

ist bestimmt divergent gegen +oo , weil wir zeigen konnen, dass x,,1 > x,+ 1. Denn es gilt

Tp+1 =

T (2, — 1)?

Tn+41 -

x2 — 4z, +5
Polynomdivision 433'” —10
= SR, B e
R P
*)
> Tp + 1
Wobei (%) aus der Tatsache folgt, dass
4z, — 10
— < 1
(xn —2)2+1 —
4o, —10 < (1, —2)*+1
-15 < a2

Losung zu Aufgabe 9.2.
Fiir alle z € R gilt
2 —dr+5=(x—-27+1>1>0.

Darum tritt die Bedingung des zweiten Astes nie ein und es gilt fiir alle n € N, dass

Tn(Tn —2)% (z, —2)?

T g 45w — 2241
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

Da stets (z, —2)? >0 gilt ¥n € N

*
Og(xn—2)2+1<1 ®)
(a) Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass Vn € N gilt z,, > 0.
JA: n=1
Ty =m>0
ISSn—n+1
IV: Es gelte z, >0
IB: zu zeigen: x,,1 >0
Beweis der IB:
(0 — 2)? (*>)

Tpy1 = xnm =

(b) Sei n € N beliebig. Es folgt wegen (*)

n 2 2
Tn+l = xn( ('T ) L

— <

T, —2)2+1

(c) Folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass (x,) monoton fallend und nach unten be-
schrénkt ist.

(d) Sei g € R der Grenzwert von (z,). Dann folgt aus bekannten Grenzwertsétzen

(0= 2? (g2
(@n—22+1 Tg—22+1

g = lim z,,; = lim x, = x,
da (g—2)2+1#0. Wire g # 0, so wire

(9 —2)?

1=~
(g—2)2+1

bzw.
(9—2°+1=(9—2)%

also 0 =1, Widerspruch. Also ist ¢ = 0 und insgesamt

lim z, = 0.
n—oo

Aufgabe 9.3.
Untersuchen Sie das Monotonie-Verhalten der nachstehenden Zahlenfolgen!
(2) an =g,
(b) b = 2%
(c) en =231,
(d) do=¥a (a>1),
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

(e) en=12t.

Losung zu Aufgabe 9.3.

(a) a, = 27?% ist wegen 2n +1—n?=—(n—1—v/2)(n — 1+ +/2) und demzufolge
(n+1)2 n?
on+4 - on+3

1 9 >0 firn=1,2
N 2n+4(2n+1—n){<0 firn >3

Qpy1 — Ap

1
= oot (n® +2n +1—2n?)

bis n = 3 streng monoton wachsend und dann streng monoton fallend.

(b) by = ;5% ist wegen n*+9>6n <« (n—3)* >0 durch 1 nach oben beschréinkt.

Wegen 9 — n — n? {28 EEZ;;’Q und n3 + 2n% + 10n > 0 fiir alle n € N

sowie

6(n+1) 9 3 5 )
buy1 D2 6(n+1) 2P +9 P40+ 9n+9 9—n—n
bn 8% 6n (n+1)249  nd+202+10n 0 nP4 2024 10n

ist die Folge bis n = 3 streng monoton wachsend und danach streng monoton fallend.

(¢) cn= ”Tlo ist streng monoton wachsend wegen

_ n$l-10 _ n-10 _ 1 _ 10 _ (1 _ 10y _ 10 _ 10 _ 10
Cnt1 — Cn = n+1 n n+1 (1 n) T oon n+l —  n(n+l) >0
(d) d, = {/a (a>1) ist streng monoton fallend wegen
d "a 11 1 1
;—H - \/[ = qn+tl n = q n0(+t) = Tl\)/_ <1l & 1< ""%Va & 1<.a.

1.
() e, =1 ist wegen ey = e5 = & und

eni1 (ijl)! ntl <1l firn=1,2,3

p = E =1 firn=4
En 5n >1 firn>5

bis n =4 streng monoton fallend und ab n =5 streng monoton wachsend.

Aufgabe 9.4.

Bestimmen Sie die Menge aller Haufungspunkte, limsup und liminf fiir die Folgen
() an= (1" — 4+ () + )
(b) bn =1+ (=1)")n

(¢) en = (DG = Hg) + (=DFF(T+ )
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

Losung zu Aufgabe 9.4.

(a) Wir betrachten die Folgen

~

(n)) = 6k

() = 6k—5
() = 6k—4
Yy = 6k—3
n) = 6k—2
) = 6k—1

und die zugehorigen Teilfolgen von (a,). Es gilt, dass

{n,(? l=1,..6ke N} _N.

Dann gilt
T S S
Gl = 6k 6k
4 1
= 2— 1
a2 6k—5  TG6k_5
4 1
= —(2— 1
@ CG " e
4 1
a = —_ J— —
) 6k — 3 6k — 3
4 1
ap = QoG TG
4 1
a = -1 - .
ng) 6k — 1 6k — 1
Daher erhalten wir
a(l) = lim a 1y = —1
k—oo "k
a® = lim a @ = 3
k—oo "k
a(3) = lim a 3 = -1
k—oo "k
a = lim a @ = —1
k—oo "k
a(5) = lim a 5y = -3
k—oo "k
a(ﬁ) = lim a 6) = 1
k—oo "k

Somit ist die Menge der Haufungspunkte durch {—3,—1,1,3} gegeben und es gilt

limsupa, =3 liminf a,, = —3.
n—00 n—oo
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

(b) Wir betrachten die Folgen

(n

Dann gilt {n; : k€ N} U{m; : k€ N} =N und

und

Daher ist

und

k) = (2k) und (my) = (2k —1).
by, = 0
by, = 4k.
b = lim b,, = lim 4k = oo
n—00 k—o0

b? = lim b, = hm 0=0.

n—o0 k—o00

Somit ist die Menge der Haufungspunkte durch {0} (weil
Héaufungspunkt sein kann) gegeben und es gilt

limsup b, = o0

liminf n — oob,, = 0.

n—o0

(c) Wir betrachten die Folgen

und die zugehorigen Teilfolgen von (a,) .

Dann gilt
anl(;)
anl(f)
ang)
angj)
anl(f,)

a_(s)
e

(1)

(n,’) = 6k

(n?)y = 6k—5
0Py = 6k—4
() = 6k—3
(n™) = 6k—2
'y = 6k—1

Es gilt, dass

¢

:l:l,...,6,keN}:N.

4 3

- OGS T T e
- (5_6k;1—2)+7+6k:3§4
= O g3
- <5—(;ik>4<7+6k?;2>3
= 6 6k;1)_(7 gk-ﬁ
= O m) T T e
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9 Monotonie von Zahlenfolgen

Daher erhalten wir

a(l) = lim a (1) = 2
k—oo "Mk

a® = lim a @ = 12
k—oco "k

a(g) = lim a 3 = —2
k—oo "k

a¥ = lim a @ = =2
k—oco "k

a® = lim a & = —12
k—oo ™k

a(ﬁ) = lim a 6) — 2
k—oco "k

Somit ist die Menge der Haufungspunkte durch {—12,—2,2,12} gegeben und es gilt

limsupa, = 12 liminf a, = —12.
n—o00 n—o0
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10 Der Goldene Schnitt

10.1 Definition: Goldener Schnitt

Teilt man die auf [0,1] normierte Strecke so, dass das Verhéltnis der Linge der Gesamt-
strecke zur Lange der grofleren Teilstrecke gleich dem Verhéltnis von groflerer zu kleinerer
Teilstrecke ist, so folt

1 1 4 —-1++5
— 4y iV
1.2 2 171 2
5—1
Ty = ‘/_2 = 0.618033988
-1-+5
Ty = T\/— < 0 entféllt, weil negativ

Daher kommen wir zur folgenden Definition:
Definition 10.1.1. Das Verhdltnis

1 2 B 2(v5+ 1)
7 V51 (V5 -1)(V5+1)
2v/5 +2
5-1

_ 1+2\/5 ~ 1.6180339

nennt man die Goldene Schnittzahl.

Wie kann man den Goldenen Schnitt konstruieren? Wir benutzen den Satz des Pythagoras.
Sei also ein Dreieck AABC mit den Seitenpunkten A = (0;0), B = (1;0) und C = (1;3)

gegeben. Dann gilt
12y (2 (! + ] +z+ 27
— e — €T = — xr T .
2 2 4

>+ r—1=0

Es folgt, dass

also teilt x das Intervall [0;1] im Verhéltnis des Goldenen Schnitts.
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10 Der Goldene Schnitt

10.2 Eigenschaften des Goldenen Schnitts

Satz 10.2.1. 7= %5 1st irrational.

Beweis. Sei T = § mit p,q € Z teilderfremd. Wegen

1 1
P 4+r—-1=0 und T=_ & r=—
.

folgt

Deshalb gilt

2
(E) P T
q q

P-pg—¢ = 0
pp—q) = ¢

Also ist p ein Teiler von ¢*. Da p und ¢ teilerfremd gewiihlt waren, muss p = 1 sein.
Weiterhin kénnen wir indem wir bei der obigen Gleichung p - ¢ addieren herleiten, dass

P’ =q¢ +pg=qlp+q).

Das heiit aber nichts anderes, als dass ¢ ein Teiler von p? ist. Da p und ¢ teilerfremd
gewahlt waren, muss ¢ = 1 sein. Dies ist aber ein Widerspruch, denn p = ¢ =1 = 7 ist
keine Losung unserer quadratischen Anfangsgleichung. Also war die Annahme falsch und 7
ist irrational. 0O

Satz 10.2.2 (Potenzen von 7). Sei 7 die positive Lisung von x? = x+1 (goldener Schnitt).
Dan gilt fiir die Potenzen von 7 die folgende Formel:

=l 2 Vn e N mitn > 2
Beweis. Siche Losungen zur Ubungsserie. 0

Satz 10.2.3. FEs gilt
™= fo T+ fu1, YneENmitn>2

wobei die Folge f, die Fibonacci-Folge ist, also foi1 = fo+ fuo1, fi=fo=1.

Beweis. Siche Losungen zur Ubungsserie. 0
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10 Der Goldene Schnitt

Satz 10.2.4. Die Zahl

18t die positive Losung von
=741

Weiterhin hat 72 dieselben Nachkommastellen wie T

Bewezts. Die Losung der Gleichung

|
erhalt man durch
2?—z—1 = 0
B 1i 1+4
BRI Sl VA R
145
T = >0
2
1—+/5
Ty = V5 <0 entfallt.

2

Die zweite Behauptung erhélt man, indem man die Gleichung 72 = 7 +1 durch 7 dividiert,

es folgt

1
T=1+— bzw. —=7—-1
T T

Also hat % dieselben Nachkommastellen wie 7. (0.618033989) . 0

Satz 10.2.5 (Zusammenhang der Fibonaccizahlen mit dem Goldenen Schnitt). Sei p = 1.
Dann gilt

fo=—7=0G"=(=p)") (Binetsche Formel)

Bewezts. Siehe Losungen zur Ubungsserie.

Satz 10.2.6. Der Quotient aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen konvergiert gegen T .

Bewesis. Es gilt

1 Tn—i—l_ n+1
fnt1 _ \/g( (p)" ) (10.1)

T (= (—p)")

- (10.2)

Wegen
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10 Der Goldene Schnitt

folgt
lim Jnia = =0 =T
nooo f, 1-0
|
Satz 10.2.7. Die rekursiv durch
Tnr1 = V14 xy, rp=1
definierte Folge konvergiert gegen den Goldenen Schnitt.
Beweis. Siehe Losungen zur Ubungsserie. 0
Satz 10.2.8. Die rekursiv durch
1
Tpp1 =1+ —, ry =1
definierte Folge konvergiert gegen den Goldenen Schnitt.
Beweis. Siche Losungen zur Ubungsserie. 0O
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10 Der Goldene Schnitt

10.3 Ubungsaufgaben mit Losungen

Aufgabe 10.1.

Geben Sie fiir die folgenden Mengen M, jeweils das Supremum supM,; € R und das
Infimum inf M, € R, das Maximum maxM, und das Minimum min M, an, falls diese
existieren:

My =N, My={-1)":neN}, My={1+1:neN},
My=Z, M;={(-2":neN}, Me:={n+l:neN},

M; :=7Z\N, MS::{1+% : 376[1,2)}, Myg:={zeQ : |z| <|z—2|}.

Losung zu Aufgabe 10.1.

(1) My :=N = infM; =minM; = 1; weder maxM; noch supM; existieren.
(2) My:={(-1)" : neN} = infMy=minMy=—1, supMy=maxM,=1.

(3) Mj := {1+% ) EN} = infM3 =1, supMjz = maxM; = 2; minMjs exi-
stiert nicht.

(4) My :=7Z = Diese Menge besitzt weder Infimum, noch Supremum, und kann
deshalb auch kein Minimum und Maximum besitzen.

(5) Mjs:={(-2)" : ne N} = Diese Menge besitzt ebenfalls weder Infimum, noch
Supremum, und kann deshalb auch kein Minimum und Maximum besitzen.

(6) Mg := {n—l—% :ne N} = inf Mg = min Mg = 2; weder max Mg noch sup M
existieren.

(7) M;:=Z\N = supM; = maxM; = 0; weder min M; noch inf M existieren.

8) Mg:={1+1:2€[1,2)} = supMs=maxMs=2, infMs=3;diese Menge
besitzt kein Minimum.

(9) Mg:={ze€Q : |z|<]z—-2]} = {zr€Q : z<1} = supMy=1

Diese Menge besitzt kein Maximum, kein Minimum und auch kein Infimum.

Aufgabe 10.2.
Bestimmen Sie limsup und liminf der folgenden Folgen:
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10 Der Goldene Schnitt

Losung zu Aufgabe 10.2.

(a)
(b) limsupa, = liminfa, = co
(c)
(d
(e
(f
(g

limsup a, = liminfa, =0

limsup a,, = liminf a,, = —o0

) limsupa, =liminfa, =0
) limsupa, = 1,liminfa, = —1

) limsupa, = oo,liminfa, = —oo
)

limsup a,, = oo, liminfa, =0
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10 Der Goldene Schnitt

10.4 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 10.1.
(a) Sei 7 die positive Losung von z? = x + 1 (goldener Schnitt). Beweisen Sie mittels

vollstéandiger Induktion, dass fiir die Potenzen von 7 die folgende Formel gilt:
™=l 42 Vn € N mit n > 2

gilt.
(b) Beweisen Sie weiterhin mittels vollstdndiger Induktion, dass

" = fo T+ fa-1, VYn € N mit n > 2

gilt. Wobei die Folge f,, die Fibonacci-Folge ist, also f,41 = fn + fuo1, f1 = fo = 1.

Losung zu Aufgabe 10.1.

(a) IA: n =2

?=7+1
gilt offenbar weil 7 Losung von 22 = x4+ 1 ist
ISsn—>n+1
IV: Es gelte 7" = 7"~ + 7772 fiir ein n > 2.
IB: zu zeigen: 7"t = 77 4 771
Beweis der IB:

LV. | o _ _
T =t = (P ) =

(b) IA: n=2
=fr+fi=T+1

ISSn—n+1

IV: Es gelte 7" = f,, - 7+ f,—1 flirein n > 2.
IB: zu zeigen: 7" = f,17 + fa

Beweis der 1B:

n+1 n

~
Il<

(fn'T"i‘fnfl)j-

fo T4 foor -7

fo - (T+ 1)+ foa -7
T(fa+ fo1) + fa

= for1 T+ fu

~
=

Aufgabe 10.2.

Beweisen Sie, dass die rekursiv durch

an+1:1+_ CL1:1,
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10 Der Goldene Schnitt

definierte Folge konvergiert. Beweisen Sie weiterhin, dass diese Folge gegen den goldenen
Schnitt konvergiert.

Losung zu Aufgabe 10.2.
Wir bilden die beiden Teilfolgen

Dann gilt offenbar, dass {n; : k € N} U {my : k € N} = N. Jetzt sollte man erkennen, dass
die Folge {ay, },cy monoton fallend ist und die Folge {ay,, },.y monoton wachsend ist. Dies
konnen wir mittels Induktion beweisen

IA: k=1
5 1
anz—an1:a4—a2:§—2:—§<0
IS: k= k+1
IV: Es gelte a,, < a,, , firein k>1.
IB: zu zeigen: ay,,,, < ap,
1 1
Anpyy = AQ2k42 = 1+ P =1+ ﬁ
a2k
EOEp—
I
1 + a2k —2
1
= 1+
A2k—1
= Q2
= Qp,

IA: k=1
3
amz—amlzag—a1:§—1:§>0
IS: k= k+1

IV: Es gelte a,,, > a;,, _, fiirein k> 1.
IB: zu zeigen: ap,,, > apm,

1 1
Ay, = A2k+1 = 1+—=1+—1
a2k 1 a2k —1
G
1
1 + azk—3
1
= 14+
A2k —2
=  Q2k-1
Ay,

Weiterhin kénnen wir zeigen, dass die monoton fallende Teilfolge der geraden Folgeglieder
von unten durch die monoton wachsende Teilfolge der ungeraden Glieder begrenzt wird.
Andersrum trifft dies natiirlich auch zu.
IA: k=1

p, =02 =2>1=a) = ap,
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10 Der Goldene Schnitt

IS: k—>k+1
IV: Es gelte a,, > a, flirein k> 1.
IB: zu zeigen: ay, , > tpm, .,

A2k 41 1 don
IV. " 1
> N —

1
1 + a2k —1
1

= 14+ —

A2k
=  QG2k+1
- amk+1

Der Satz iiber die monotone Konvergenz garantiert uns nun, dass beide Teilfolgen konvergie-
ren. Demnach konnen wir die Fixpunktgleichung aufstellen und es folgt bei beiden Teilfolgen

a = 1+

1+

a> = a+1
1++5

12 = 9

Wobei die negative Losung natiirlich entféllt, da beide Teilfolgen echt gréfer Eins waren.
Somit erhalten wir a = %‘F’ als Losung. Da wir mittels unserer beiden Teilfolgen alle
n € N beriicksichtigt haben und beide gegen den selben Grenzwert konvergieren, folgt auch
dass die gesamte Folge (a,) gegen a konvergiert. a ist aber genau der Goldene Schnitt,
womit wir alles gezeigt haben.

Aufgabe 10.3.
Es seien Folgen reeller Zahlen (a,)neny und (b,)nen rekursiv durch a; = a > 0 und b =

b>0 und )
An+1 = an;— n? bn+1 =V anbna n € N.

Beweisen Sie, dass (an)neny und (b,)nen gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren.
(Dieser gemeinsame Grenzwert wird als arithmetisch-geometrisches Mittel bezeichnet.)

Hinweis: Beweisen Sie erst, dass a,, > b, , leiten Sie daraus dann die Monotonie/Beschrankt-
heit beider Folgen her und schliefSlich bilden sie die Differenz und zeigen, dass diese gegen 0
konvergiert.

Losung zu Aufgabe 10.3.

Fiir alle n > 2 gilt
n-1+ bn_
bn =V an—lbn—l < CLITM = Qn.

Dies kann man leicht einsehen, denn seien z,y € R, dann gilt

Tty

s
T —2\/xy +y
(Vz = /)

v

AVARLY,
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10 Der Goldene Schnitt

Es folgt, dass fiir alle n > 2

an + b, < an + an,
Apt1 = > = ap

2 2

und
bn+1 = anbn > V bnbn = by.
(ay) ist fiir » > 2 monoton fallend und durch 0 nach unten beschrénkt, folglich gegen ein

a € R mit a > 0 konvergent. Wir setzen «,, = a,, — b, . Dann gilt fiir n > 2, dass a,, > 0.
Wir zeigen durch vollsténdige Induktion dass fiir n > 2

o, < 2n_20z2.
IA: n=2
1 1
Qp = Q2 2042 T a2
ISSn—-n+1
1IV: Es gelte o, < 53%
I_B: Qnit1 S 22_31
Beweis der IB:
1 1 1
Opt1 = Qpa1 — bn+1 = Uy — §C(n — bn+1 S Ay, — §Otn — bn = §C(n S FOZQ.

Wegen 0 < o, < 2,1%2042 fir n > 2, folgt lim, () = 0. Wegen b, = a, + a,, gilt
lim, o0 (a,) = a und lim, ,+(b,) = a + 0 = a. Im Ergebnis konvergieren also (a,)neny und
(bn)nen gegen den gleichen Grenzwert.

Aufgabe 10.4.
Berechnen Sie den Limesinferior und den Limessuperior der folgenden Folgen

() an = (1" + (=7)" (i) by = 47"(3" = (=3)") (i) e = (1= 5)"
() do = (-D)HE+ ) + (DA = D) () ea= (BB +5) + (VT (-4 - 3)

n

Losung zu Aufgabe 10.4.

(i) Es gilt

lim ((7)" +(=7)") =

n—oo

oo ,falls n ungerade
0 ,falls n gerade

Es folgt, dass
limsup((7)" + (—7)") = oo, liminf((7)" + (=7)") = 0.

n—00 Nn—00
(i) Es gilt
lim (43" — (—3)) = Im (2) - (=2) =0
aprE == iy) (1) =°

limsup b, = liminf b,, = 0.
n—00 n—r00

Es folgt, dass
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(iii) Es gilt

i (15" = lim (1=22)" (1=5)" = lim (1= " im (1=5)" = exp(—g ) exp(—3)
Es folgt, dass
liinﬁs;ip Cp = liggiogf Cp = exp(—%).
(iv) Es gilt
—1, fallsn =4k
N

7, falls n = 4k — 3

Es folgt
limsupd, =7, liminf = —7.
n—+00 n—0o0
(v) Es gilt
—o0o, fallsn =4k
n 4 n+1 3 —o0, fallsn=4k—1
lim (—=2)52(3+ —)+ (=2)l2 (-4 - 2) = ’
i (=22 6+ ) H D A0 =Y O s 4k 2
0, falls n = 4k — 3
Es folgt
limsupe, = oo, liminfe, = —o0.
n—00 n—o0
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11 Klausurvorbereitung

11.1 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 11.1.
Losen Sie die folgenden Gleichungen iiber C:

a

(
(b

Z

(d

)
)

() 22 =2
) 2= —3+3
)

2t =161

(e
Lésung zu Aufgabe 11.1.

(a) Die erste Losung ist offensichtlich z; = 2 = 2¢?. Da die Losungen symmetrisch {iber

dem Kreis mit Radius 2 verteilt sind, erhalten wir 2z, = 2¢"% und z3 = 2€e"3 .

(b) Wir koénnen die Gleichung umschreiben zu

5 . 1 1 m . i i
2—2—21—\/_(7—7@) \/g(COS(4>+ZSID( )) = V8e o . 9

Wir erhalten also als Betrag r = Y/8. Weiterhin muss gelten, dass

T

Somit erhalten wir als Winkel ¢; = ;—g. Da die exp()-Funktion im Komplexen 27 -
periodisch ist, erhalten wir weiterhin die Losungen (wir addieren den gefundenen Win-

kel jeweils mit %’r = 20 , durch 5, weil wir wissen, dass es 5 Losungen geben muss)
157
P2 = 20
23
¢3 = 20
3l
OVRNES 20
397
¢5 = 20
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11 Klausurvorbereitung

Somit erhalten wir als Losungen

ST

2z = V8w

Z9 = %ei%
Z3 = %ei%
2 %ei%
Zy = %ei%

Wir konnen die Gleichung umschreiben zu
22 = -2 =2(—1) = 2(cos(n) + isin(n)) = 2" = r? . £2?
Wir erhalten also als Betrag r = V2. Weiterhin muss gelten, dass
T = 2¢.

Somit erhalten wir als Winkel ¢; = 7. Da die exp()-Funktion im Komplexen 27 -

periodisch ist, erhalten wir weiterhin die Losungen (wir addieren den gefundenen Win-

kel jeweils mit 27” , durch 2, weil wir wissen, dass es 2 Losungen geben muss)

3

=

Somit erhalten wir als Losungen

7 = V2e'3
29 = \/§ei37ﬂ

Wir kénnen die Gleichung umschreiben zu

3 3 3r .
2t = 34 3i = V1§( )= \/1_8(cos(z7r) —l—z’sin(%)) = V18T =t ¢

1 1
——t+ —=t
V2 V2
Wir erhalten also als Betrag r = v/18. Weiterhin muss gelten, dass
3
Y

Somit erhalten wir als Winkel ¢; = ?—g. Da die exp()-Funktion im Komplexen 27 -
periodisch ist, erhalten wir weiterhin die Losungen (wir addieren den gefundenen Win-

4.

kel jeweils mit %f = % , durch 4, weil wir wissen, dass es 4 Losungen geben muss)
117
P2 = 16
197
ST
27
¢4 - E

Somit erhalten wir als Losungen

8 s
z1 = V18e'1s
8 jim
29 = 18¢* 16
8 ; 197
23 18¢" 716

8 ;27T
z4 = V18e'16
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(e) Wir koénnen die Gleichung umschreiben zu

3 3 3n .
2t = —16i = 16(—i) = 16(cos(—7r) + isin(g)) = 1667 =t

2
Wir erhalten also als Betrag r = 2. Weiterhin muss gelten, dass
3T
de—]
5 = 4¢
. Somit erhalten wir als Winkel ¢; = 3%. Da die exp()-Funktion im Komplexen

27 -periodisch ist, erhalten wir weiterhin die Losungen (wir addieren den gefundenen
Winkel jeweils mit %Tﬂ = % , durch 4, weil wir wissen, dass es 4 Losungen geben muss)

T
¢ = &
117
"=y
157
=y
Somit erhalten wir als Losungen
1 = 2¢4%
29 = QGi%
;11n
z3 = 2e'8
-157
z4 = 2e78

Aufgabe 11.2.
Losen Sie die folgenden Ungleichungen iiber C und R

(a) |x+9| > |z + 8|
(b) |z =7 < |z — 6

(¢) [z +4] < |z|

Losung zu Aufgabe 11.2.

(a) Wir losen die Ungleichung erst iiber C, da sich daraus die Losung iiber R automatisch
ergibt. Es gilt mit x = a + bi

z+9] > |v+8|
(@+9)2+02 > +/(a+8)2+0b?
(a+9)* > (a+8)?
a’>+18a+81 > a®+ 16a + 64
20 > —17
o >
2
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11 Klausurvorbereitung

Somit erhalten wir als Losungsmenge in C

{ze@:?ﬁ(z)>_717}.

Da die reellen Zahlen nichts anderes sind, als die Komplexen Zahlen eingeschriankt auf
die reelle Achse erhalten wir als Losungsmenge in R

—17
R: — 0.
{ZG z > 5 }

Wir l6sen die Ungleichung erst {iber C, da sich daraus die Losung iiber R automatisch
ergibt. Es gilt mit x = a + bi

|l =7 < |x—6]
(@a=T72+0 < /(a—6)2+0b
(a—17)?% < (a—6)
a®—14a+49 < a®>—12a+ 36
13 < 2a
o > 2
2

Somit erhalten wir als Losungsmenge in C

{zec:ﬁre(ng}.

Da die reellen Zahlen nichts anderes sind, als die Komplexen Zahlen eingeschréankt auf
die reelle Achse erhalten wir als Losungsmenge in R

13
R: — 5.
{ZE z>2}

Wir 16sen die Ungleichung erst iiber C, da sich daraus die Lésung iiber R automatisch
ergibt. Es gilt mit x = a + bi

lz+4] < |z
(a+4)2+0 < y/(a)?+b?
(a+47 < (a)
a?+8 +16 < a?
a < —16
a < =2

Somit erhalten wir als Losungsmenge in C
{zeC:R(z) < -2}.

Da die reellen Zahlen nichts anderes sind, als die Komplexen Zahlen eingeschréankt auf
die reelle Achse erhalten wir als Losungsmenge in R

{zeR:z< -2}.
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Aufgabe 11.3.
Losen Sie die folgenden Gleichungen iiber R

(a) Ve+1—+/-2243=0
(b) Ve —4—+V22+1=0
() V4d—22—2y/x+1=0

Losung zu Aufgabe 11.3.

()

Ve+1l—+v-2x+3 = 0
r+1422-3 = 0
3r—2 = 0

2

r = =

3

2

Also erhalten wir als Losung = = 3.

(b)

Vi—4—+vVa24+1 = 0
r—4—1*~1 = 0
?—z+5 = 0
1 /1 20 1++/=19
Ty = sE\-——F—=—F"
’ 2 4 4 2

Da im Reellen das Wurzelziehen aus negativen Zahlen nicht méglich ist, entfallen die
beiden Losungen und die obige Gleichung ist somit nicht iiber R losbar.

(c)

Vi—a22 -2z +1 = 0

42 —4x—4 =
2 = —dzx
Somit erhalten wir als Losungen z; = 0 und zo = —4, wobei die zweite Losung

aufgrund des Definitionsbereiches entfallt.

Aufgabe 11.4.
Berechnen Sie den Limes der folgenden reellen Zahlenfolgen

(a) a, =22 — nil
3 2
(b) by = 528 — 2

(c) = 3n2—-1 _ 6n%-2

4n—3 8n—6
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11 Klausurvorbereitung
(@) do=n(y/14 5 44f0 43— 5)
(&) en=n(y/16— 4+ /25— ¢ —9)
() fn:n(\/36—%+\/1—%—7)

Losung zu Aufgabe 11.4.

(a)

n’ -2 3n+l (n?=2)(3) — (Bn+1)(n+1)

lim = lim
n—o00 n—|—1 3 n—o00 3n—|—3
32 —6-3n*>-3n—nm-—1
= lim
n—+00 3n+3
—4n -7 -4

= lim —— =
n—oo 3n + 3 3

n*+n n?+1 . oni4+n—(n*+1)2n+1)
im — = lim
Cont4+n—2n—n?—-2n—-1
= lim
.o—nP—-n?-n-1
= lim = —00
(c)
32 —-1 6m*P-2 . 3mP-1-3n%+1
lim = lim =0

noo 4n —3  8n—6 n—00 4n — 6

(d)

1 1 1 1
limn(\/4+—+\/9+—2—5) = lim n(4/4+ - —=2)+ lim n(4/9+ — — 3)
n—oo n n n—oo n n—oo n

= limn + lim n
1
= lim + lim n
1
= 4+O
1
4
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11 Klausurvorbereitung

4
lim n(\/16——+
n

n—oo

\/25—2—9)

n—o0

lim n(\/36 T
n

\/1_%—7)

Aufgabe 11.5.
Berechnen Sie jeweils den limsup und

(a) an = (=1)"(4" = (=4)")

(b) b= (~1)"H (4" — (—4)™)
() = Spin

(d) d, = L

(e) e,=(1+24)"

(6) fo=(1-2)"

(&) go=(1+2)"

Losung zu Aufgabe 11.5.

/ 4 / 6
lim n(4/16 — — —4) + lim n(4/25 — — = 5)
n—o00 n n—o00 n
((4/16 — %)2 —4%) ((4/25 — %)2 5%)

lim n + lim n

im —+ lim ———— 6
n— o0 /16———1—4 n—oo /25__+5

7 B E

—11

10

7 1
lim n(4/36 — — —6) 4+ lim n(4/1 - - —1)
n—o0o n n— 00 n
((4/36 — ) —6?) ((4/1=1)2—1%)
lim n + lim n
n—09 36—1+6 noe 1— o +1
-1
lim —— + lim
-7 1
12 2
13
12

liminf der folgenden Zahlenfolgen
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0 fall d
lim (—1)" (47 — (—4)") = 4 alls n gerade
n—00 —o00, falls n ungerade
Somit ist
limsupa, =0, lim sup a,, = —o0.
n—o0 n—oo
(b)
lim (—1)™ (47 — (—4)™+1) = —oo, falls n gerade
n—00 0, falls n ungerade
Somit ist
limsupb, =0, limsup b, = —o0.
n—oo n—oo
()
. (=3)"n? +4n g falls n gerade
lim _
n—oo  bn?+1 —2, falls n ungerade ist
Somit ist
. 3 .. 3
limsupec, = -, liminfe, = —=.
n—00 5 n—roo
(d)
on +1
im =
n—oo 3n2 — 1
Somit ist
limsupd, = liminfd, = 0.
n—00 n—oo
(e)
. 4\"
lim (1 + —) = exp(4).
n—oo n
Somit ist

limsupe, = liminfe, = exp(4).
n—»00 n—00

: 2\™ . 2\" . 2\" . 2
lim (1 — — = lim((l-—) ‘-lim(1—— ) -lim (11— —
n—00 3n n—00 3n n—00 3n n—00

B —2 —2 —2
= exp 3 exp 3 exp 3
= exp(-2)

Somit ist

limsup f,, = liminf f,, = exp(—2).
n—00 n—00
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Somit ist

lim
n—oo

o (2o (2 o (2 o (2) o

11 Klausurvorbereitung

5\" .
(“a)  Jim

exp (25>
X —
6

n—o0

. o 25
limsup g, = liminf g, = exp | —
n—oo
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11 Klausurvorbereitung

11.2 Probeklausur mit Losungen

Aufgabe 11.1.
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

n

> (—1)kk? = (—1)rinin,

k=1

Losung zu Aufgabe 11.1.

IA: n=1
1
1+1)-1
k=1
ISsn—>n+1
IV: Es gelte >°(—1)k? = (—1)”@ fiir ein n > 1.
k=1
n+1
IB: zu zeigen: ];1(—1)’“]{2 = (—1)”“%2(”“).
Beweis der IB:
n+1 n
Z( 1)k:k,2 _ (_1)kk2+(_1)n+1(n+1)2
k=1 k=1
1
LY. (_1)”(n +2 )() + (=)™ (n+1)?
_ (e —(n+1)(n) + (2n +2)(n+ 1)
— (_1)n+1 (n+2)(n+ 1)
2

Aufgabe 11.2.
Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken den Grenzwert

(a) 228 - 255 () (/142 +,/9+ 5 9)
Losung zu Aufgabe 11.2.
(a) Es gilt
" 3n*+1 6n*+5 y (3n? 4+ 1)(8n — 2) — (6n + 5)(4n + 2)
im — = lim
n—oo \ 4n + 2 8n — 2 n—o00 (4n +2)(8n — 2)
’ 24n3 — 6n% 4 8n — 2 — 24n>® — 12n2 — 20n — 10
= lim
n—00 32n2 — 8n + 16n — 4
oon? —18—12n"1' —12n72
= lim —-
n—o0 N2 32+ 8n~!t —4n—2
B 9
16
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limn(\/1+§+\/9+%—4) = limn(\/1+§—1 lim n( 9+—2 3)
((142) - ((/9+ %)2 3%)

= limn +hmn

(b)

= lim ——— 4+ lim n

I+ 41 T 9+ 3 43

DO CTN| O
+
)

Aufgabe 11.3.
Welche der folgenden Reihen konvergiert bzw. divergiert? Handelt es sich bei der Konvergenz
um absolute Konvergenz? Beweisen Sie mittels den Thnen bekannten Konvergenzkriterien fiir

Reihen!
& cos(mn & n24-4n— &
(a) X == (b) 3 mer (o) Z

n=1 n=1

@I %

Losung zu Aufgabe 11.3.

(a) Offensichtlich gilt

2L cos(mn) ol

Seslen) _§ 5y

n=1 n=1
Weil % eine streng monoton fallende Nullfolge greift das Leibnizkriterium und die
Reihe konvergiert. Sie konvergiert nicht absolut, da man, wenn man den Betrag nimmt,

gerade die harmonische Reihe hat, von der wir wissen, dass diese divergiert.

(b) Die Reihe Z ”413" — konvergiert nach dem Majorantenkriterium, denn sie hat die

konvergente Relhe >y # als Majorante. Dies kann man so sehen
o0 2 oo
n+4n —1
— < — < 0Q.
;n4+3n+5 Zn4+3n+5 Zn4 ;

Da die Majorante lauter nicht negativer Glieder hat, konvergiert unsere Reihe nach
dem Majorantenkriterium absolut.

oo
(c) Die Reihe > ’2“—2 konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt
k=1

N A

3
GEE _ (+1°20  1(k+1)° ko 1

O |

Da die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergiert, konvergiert sie somit auch
absolut.
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11 Klausurvorbereitung

Aufgabe 11.4.

Losen Sie die folgende Gleichung iiber R

V2r+3—V12—2=0

Losung zu Aufgabe 11.4.

V2 +3—

Viz—2 = 0

2r+3—2>42 = 0
2 -2 -5 = 0

T12 = 1+6

Also = =1+ V6, da die zweite Losung aufgrund des Definitionsbereiches der obigen Glei-

chung entfillt.

Aufgabe 11.5.

Losen Sie die folgenden Gleichungen, wobei z € C

(a)z2=—i (b)22=1—1

Losung zu Aufgabe 11.5.
(a) 2% = —i ist dquivalent zu

Somit erhalten wir als Losungen

(b) 2% =1 —1 ist dquivalent zu

Somit erhalten wir als Losungen

Aufgabe 11.6.
Bestimmen Sie die Losungsmenge von

; 3n
r3ed? = e

e
21 = €ez2
7T
29 = €6
17w
Z3 — € 6
. T
r3edi® = \/2eT
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11 Klausurvorbereitung

v = 5] <z +1]

wenn (a) x € C und (b) = € R. Skizzieren Sie die Losungsmenge.

Losung zu Aufgabe 11.6.
Wir 16sen die Gleichung iiber C. Weil jedes = € C die Dartstellung © = a + bi, a,b € R,
besitzt, folgt

v —5] < |x+1]
(a—5)24+0 < (a+1)2+0?
(a—5)?2 < (a+1)
a®>—10a+25 < a*+2a+1
24 < 12a
2 < a

Dementsprechend gilt die Gleichung fiir alle komplexen Zahlen, deren Realteil echt grgfier
als 2 ist also

{zeC:R(2) >2}.

Fiir die reelle Losung folgt unmittelbar, dass es fiir alle
{reR:z>2}

gilt.

Aufgabe 11.7.
Bestimmen Sie den Limessuperior und den Limesinferior der folgenden Folgen

(@) tn = E2 (b) b, =7 — (<7

Losung zu Aufgabe 11.7.

(a) Offensichtlich ist a, eine konvergente Nullfolge, daher gilt, dass

liminf a,, = limsup a,, = 0.
n—oo n—o00

(b) Offensichtlich gilt, dass

lim, ,o2-7" =00 ,falls n ungerade

n—oo

lim 7" — (=7)" = {

0 Jfalls n gerade
Daher gilt, dass

liminf b, = 0, lim sup b,, = co.
n—oo n—00

Aufgabe 11.8.
Bestimmen Sie mit Hilfe der Exponentialreihe, bzw. der Geometrischen Reihe die folgenden
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11 Klausurvorbereitung

Grenzo%verte .
@ O X5
Losung zu Aufgabe 11.8.
(a) Es gilt
S O
D=5y I = —Sew(s).
n=0 n=0
(b) Es gilt
e R A AN | 1 1 1 7
= — — = — —1 = - — - = —
Y xs) e ()i
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12.1 Wiederholung - Theorie: Reihen

N
(a) Zu jeder Folge {a,}2, bezeichnet Sy := > a, die N -te Partialsumme der Folge

k=1
{antil: -

N o
(b) Die Reihe einer zugehorigen Folge {a,}2, ist die Folge {SN}(;Vo:l = {Z ak}
N=1

der N -ten Partialsummen.

(¢) Eine Reihe heifit konvergent, wenn fiir die Folge {S N}]OVO:1 der Partialsummen eine
Zahl S € R mit lim S, = S existiert.

n—oo

Bezeichnung: S = Z Ay, .

ACHTUNG: Héaufig ist mit Z a, auch die Reihe selbst gemeint, unabhéngig davon,

ob sie konvergent ist oder mcht

(d) Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a,| konvergiert.
n=1

n=1

(e) Konvergenzkriterien fiir Reihen:
o0
e Cauchy’sches Konvergenzkriterium: Die Reihe ) a, konvergiert genau dann,
n=1
wenn gilt:
n

Zu jedem e > 0 existiert ein n. € N, so dass ) > ag

k=m

<e¢ firalle n>m>n,.

o0
e Majorantenkriterium: Sei > ¢, eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle
n=1
n € N. Weiter sei {a,}>2; eine Folge mit |a,| < ¢, fiir alle n € N. Dann
o0
konvergiert die Reihe ) a, absolut.
n=1

e Leibnizkriterium: Sei {a,}°, eine monoton fallende Folge nicht-negativer re-

eller Zahlen mit lim a,, = 0. Dann konvergiert die Reihe ) (—1)"a, .

n—00 n=1

e Quotientenkriterium: Sei > a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle n > ng.
n=1

Weiterhin gebe es eine reelle Zahl 6 mit 0 < 6 < 1, so dass < @ fiir alle

An+41
a

o0
n > ng. Dann konvergiert die Reihe ) a, absolut.

n=1
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12 Reihen

e Wurzelkriterium: Sei 0 < ¢ < 1 eine feste Zahl und ) a, eine Reihe mit

n=1

{/lan| < q. Dann konvergiert die Reihe » a, absolut.

n=1
Bemerkungen:

a) Das Quotienten- und Wurzelkriterium sind Anwendungen des Majorantenkriteri-
ums.

b) Das CAUCHY sches Konvergenzkriterium ist auflerdem eine notwendige Bedin-

gung fiir die Konvergenz einer Reihe.

[e.e]
c¢) Eine weitere notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe )’ a,, ist
n=1

lim a, = 0, diese Bedingung ist aber nicht hinreichend (Beispiel: > & ist be-
n—00 n=1

stimmt divergent gegen o0 ).
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12.2 Ubungsaufgaben

Aufgabe 12.1.

(a) Schreiben Sie den Ausdruck 15 + 55 + 55 + ... mit Hilfe der Summenschreibweise.

(b) Bestimme die Partialbruchzerlegung von m :

(c) Berechne den Grenzwert der Reihe k; —k(klﬂ)

Losung zu Aufgabe 12.1.

= 1 = 1 1 1 1
= Jj=

1 _ a _a(k+1) bk (a+b)-k+a-1
(b) Der Ansatz W = rtEa T wem T k4] nerny liefert die beiden
Bedingungen a +b =0 und a = 1, welche a = 1 und b = —1 implizieren. Somit
lautet die Partialbruchzerlegung m - T
(c) Nach (b) ist die N -te Partialsumme dieser Reihe genau
11 i & = 1 1
> 2_3 (i-m1) = Za- X = '+Z2‘—k N - LW

so dass die Folge der Partialsummen gegen die Zahl 1 strebt. Damit ist Z G +1) =1.

Aufgabe 12.2.
Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

S AL n=0 mod 2
1 o ;
() 2 ar wobel a, : { 3n n=1 mod 2.
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(@) S (=1)"(1—a"), mitaec(01)

n=1

Losung zu Aufgabe 12.2.

()

= n% , und die Reihe 2 Z konvergiert (denn man kann zeigen,
dass die zugehorlge Folge der Partlalsummen monoton wachsend ist und nach oben

beschrénkt bleibt), also konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch Z

n3 2"
n=1
Bemerke: Mit dem Quotientenkriterium wére man wegen
(nfiS%—Q nt4+nd—2n—2
n_ .4 3 2 — 1
= n*+3n° +3n* —n
zu keiner Aussage gelangt.
n+2
(b) Es gilt (’%ﬁ” = i — 0 < 1 fiir n — oo, also konvergiert die Reihe nach dem

Quotientenkriterium.

(c) Esgilt ¢ % < 1, somit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

. . n cos(nm)
(d) Es gilt cos(nm) = (—1)", also ist Z tnrs cine alternierende Reihe, und da m

monoton gegen Null konvergiert, hefert das LEIBNIz-Kriterium die Konvergenz.

(e) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium —= ist eine Nullfolge, denn

S

hm—:()

n—oo \/_

und sie ist monoton fallend, denn

1
Varl __vYn_vntl
\/Lg \/n+1 \/n+1

(f) Die Reihe divergiert, denn es gilt

lim /n=1.

n—o0

Somit ist (%})ﬁn keine Nullfolge, was fiir die Konvergenz notwendig ist.

(g) Die Reihe divergiert, denn es gilt
lim a" = 0.

n—o0

Somit ist (—1)"(1 —a") keine Nullfolge, was fiir die Konvergenz notwendig ist.
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Aufgabe 12.3.
Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Zkl( )k_+1
Yoy (1)

oo k2
k=1 2k

23211k3‘k2
Zk 1 k+(— k+1

Losung zu Aufgabe 12.3.

(a)

(d)

Bei a; = k2 ) handelt es sich wegen
1
T 0
lim = lim k T
k—oo \ k2 + 1 k—oco 1+k_2 0+1
und wegen
ave _ @i _ (kDR 4D KRRkl KRRkl
ar,  He (k1241 K 2R242k B R2rk+l
um eine monoton fallende Nullfolge Nach dem Leibniskriterium ist demnach die alter-
nierende Reihe Y7, (—1)F 2= +1 konvergent.

Die Reihe Y77, (—1)* =% divergiert, da

Jim (= 1" 7k 4

und somit das notwendige Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe verletzt ist.

Die Reihe > 77, ’2“—2 konvergiert nach dem Quotienten- und nach dem Wurzelkriterium
absolut, denn es gilt

(k+1)3

1 k* +3k* + 3k + 1 1
lim sup Bert] i sup 2';—:1 = —limsup ( i :— il > =_-<1
k—o00 73 k—o0 ok k—o00 k 2

bzw.

3 1 1
lim sup v/ |ax| = hm — /k3k = <hm W) :5.13:5 < 1.

k—o00 k—o0

Die Reihe )7, k3% konvergiert nach dem Wurzelkriterium, dessn es gilt

k 1
lim sup {/|ax| = lim \k/—2 (hm —k) (hm W) =0-1=0<1.
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(e) Die Reihe Y 72, H(_lw divergiert nach dem Minorantenkriterium, denn es gilt

o)

n = 1
Zk+ Z yl;ﬁzw

Aufgabe 12.4.
Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

b) Y e
(c) 211 kgt,-ll

37%  fiir gerades k
5~%  fiir ungerades k

(d) doptyar  mita, = {

Losung zu Aufgabe 12.4.

(a) Die Reihe ) ;7 1 e + 1 dlverglert (bestimmt gegen o0 ) nach dem Minorantenkriteri-
fur k > 2 folgt dass

um, denn da k2+4 >

[e.9]

l\DI»—l
??‘IH

k=1

(b) Die Reihe konvergiert (absolut) nach dem Majorantenkriterium, denn fiir alle & > 2

gilt
1 1 1

1
< — -
T k(k—1) k—1 k

und daher ist die konvergente Teleskopreihe
= li — = 1 —_—— ——
> o nLH;O<Zk_1 2 k:)

k=2 k=
) 1 "1 ' 1
= JLH;O( P2k —7}13;0(1—;)—1
k=1 k=2

die Majorante.

(c) Die Reihe 72, KL konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es gilt

=1 %341
=1
<22 p

o0

175



12 Reihen

(d) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es gilt

1

V|a,] < max 11 =-<1
"= 3’5 3

Aufgabe 12.5.
Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

4
(a) 20:1 lz‘f_k
(b) S, &

oo k?
(c) Zk:l (k_-’il)
Losung zu Aufgabe 12.5.

(a) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt

n 4
pi1| (3:+11) (n+ 1) 3" _1/n+1 4 noo 1
a, | i—z - 3nl nt 3 n 3

(b) Die Reihe >.°°, ™ konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

n=1n

(n+1)!

1| Grpert  (n+2)0 2" o™ 1 <1
an | :—,'1 CES n!_(n+1)"_(1+%)”_2'

Wobei die letzte Gleichiet unmittelbar aus der Bernoulli-Ungleichung folgt, denn es
gilt
1\" 1
<1+—) >14+—--n=2
n n

(c) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

Vanl = §/ ( — R (U L
n+1 n+1 1+ =2

Aufgabe 12.6.
Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe ) ¢" im Fall |¢| =1.
n=0

Losung zu Aufgabe 12.6.
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N N
(a) Im Fall ¢ = 1 enstpricht die N -te Partialsumme genau »_ 1" = 1 = N+1,
n=0 n=0
so dass die Reihe bestimmt divergent gegen oo ist.
(b) Im Fall ¢ = —1 enstpricht die N -te Partialsumme genau
N 0 N ungerade
_1\» — _ _ _ _1\N — )
nzzjo( 1) 1—1+1-141—-1...4(-1) {1 N gerade.
Demnach ist die Reihe divergent. Auflerdem sehen wir, dass fiir divergente Reihen nicht
das Assoziativgesetz gilt, denn klammern wir (1—-1)+(1—-1)+(1—-1)+... = 0+
04+0+..., so konvergiert die entstandene Reihe gegen 0. Klammern wir jedoch in der

Form 1+ ((—-1)+ 1)+ ((—-1)+ 1)+ ((—1)+ 1) + ..., so konvergiert die entstandene
Reihe gegen 1.

Aufgabe 12.7.
Berechnen Sie den Wert der folgenden Reihen unter Verwendung der der Reihenentwicklung

der geometrischen und der Exponentialreihe!

St n
W 3
n=

() > o=

(c) T
n=1

(d) > S

n=0

Losung zu Aufgabe 12.7.

00 0 (1)"
n 1 o

(a) T = D, o = exp (%) ~ 2,1933

n=1 n=1 n=0 5
(4 > S =3 (2 (-9)"+33% (;)") =1 (1_(1_1) n 131) =L
n=0 n=0 n=0 2 2

Aufgabe 12.8.
Welche der folgenden Reihen sind konvergent? Begriinden Sie ihre Antwort!

() Xon (1+3)"
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() Y2 (- i)
(c) 220:1 2_2' )
(d) ZTOLOZ]. Wlwrl'

Losung zu Aufgabe 12.8.

(a) Konvergiert nicht, denn (1+2)" — e(# 0);

(b) ZkN:1 (\/LE - ﬁ) =1- \/N;—H — 1, also konvergent;

(c) oo, & =3, @ Mit @ > 1 folgt nach dem Minoranten-Kriterium die
Divergenz;

(d) 10001_n = 2> 10(1]171 = Divergenz nach Minoranten-Kriterium durch Vergleich mit der
harmonischen Reihe.

Aufgabe 12.9.

oo
Bestimme den Grenzwert der Reihe »° m . Hinweis: Partialbruchzerlegung.
k=4

Losung zu Aufgabe 12.9.
Es war der Grenzwert der Reihe ) 2 zu bestimmen. Wegen k*+3k+2 = (k+2)(k+1)
k=1

verwenden wir bei der Partialbruchzerlegung den Ansatz m = et +1 , der uns wegen
R +§k o = (aJ;l;)i;r,iiz%) zu den beiden Bedingungen a + b = 0 und a + 2b = 2 fiihrt. Es
folgen b = —a und a = —(a 4 2(—a)) = —4. Somit gilt Z—2—s = —315 + 77 - Demnach
lasst sich die N -te Partialsumme N > 4 umschreiben zu
N 4 N N
svem S~ (Tt Y )
£ k2 + 3k +2 - £
N N—-1
1 1
(TS
( k:4k‘+2 —~ k+2
N-1 N-1
1 1 1 1
— 4| = _ -
( k2 N+2+3+2+Zk+2>
k=4 k=4
4 4
5 N+2
. . o 4 4 _ 4
Es gilt offenbar ngnoo Sy = ]\}1_{1;0 (5 — W) = z.
Somit ist der Grenzwert der Reihe ) m genau 1, das heifit Z RN +3k = = L.
k=1
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12.3 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 12.1.
Untersuchen Sie mit Hilfe der Thnen bekannten Konvergenzkriterien die folgenden Reihen

auf Konvergenz

8

(d) > 42,

n=1

o~ (=1)"(n+1
() 3 =g

Losung zu Aufgabe 12.1.
Es waren die folgenden Reihen ) a, auf Konvergenz zu untersuchen

ist (absolut) konvergent nach dem Quotienten-Kriterium mit ¢ = % , denn

—

n!)
2n)!

(a) i

—

(n+1)! - 1 1
(2n+2)! ..

<> <1 firalleneN.
O T 2+ )2+ ) T2 Hraten

Die (sogar absolute) Konvergenz dieser Reihe kann gezeigt werden mittels

n=0 )
Variante 1: Anwendung des LEIBN1Z-Kriteriums wegen lim T% = 0.
n—oo :

, denn

N[

Variante 2: Anwendung des Quotientenkriteriums mit ¢ =

(-1 L
An41 (n+1)! . 1 ..
“, (71'),1 = T < 5 <1 furalle n>1.
(C) zl cos(z'mr) '
Wegen cos(2nm) = (1) und erhalten wir gerade die harmonische Reihe und diese
divergiert bekanntermaflen.
(d) S>> 47,
n=1
A GRS P £ 2l <L <1 (denn es gilt H < 2 <9

Wegen ‘az—:l = pE
fiir alle n € N) ist hier das Quotientenkriterium anwendbar, womit die Reihe (sogar

absolut) konvergiert.
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(e) Offensichtlich divergiert die Reihe ) % , da bereits das notwendige Kriterium,

n=1

(=" (n+1)

dass lim,,_ eine Nullfolge sein muss, verletzt ist.

Aufgabe 12.2.

oo
Bestimme den Grenzwert der Reihe ) - Hinweis: Partialbruchzerlegung.
k=1

2
+5k+6

Losung zu Aufgabe 12.2.

Es war der Grenzwert der Reihe Z e 2u bestimmen. Wegen A*+5k+6 = (k+2)(k+3)

+5k+6

verwenden wir bei der Partlalbruchzerlegung den Ansatz m et k—+3 ,
_ (a+b)k+(3a+2b)

k2+§k+6 = T r5hi6 zu den beiden Bedingungen a +b = 0 und 3a —|— 2b = 2 fiihrt. Es
folgen b = —a und a = 3a + 2(—a) = 2. Somit gilt WQk% = k:-2+2 k+3 Demnach l&sst
sich die N -te Partialsumme umschreiben zu

1)
YRt

der uns wegen

1
2

?Eﬂz

w

YU g5kt 6

oyl
_I_

MziMz

k=
., ] Nt )
— k+2 P k+2
N N
1 1 1 2 2
SN e N+3> 3 N+3
k=2 k=2
; : — Tim (2 2\ _ 2
Es gilt offenbar ]\llinm Sy = A}gr(l)o (g — ?) =2
Somit ist der Grenzwert der Reihe Y 23— genau %, das heifit Z FhE = 5.
k=1

Aufgabe 12.3.
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

00 —1)™"(n+4

(a’) ZTL:]. (n2)—3(n-—:-_1)7
oo n*-cos(n

(b) oL, =5
00 n?

(C) Zn:l nl ’

(d) 34+5+5+ar+-;

3
(e) 1+23+225+2§_~7+"';

(f) S, Gl

Losung zu Aufgabe 12.3.
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(a) Konvergiert nach Leibnitz-Kriterium: Die Glieder der Reihe sind alternierend und

. __nt4

Qy = n2f3n+1 —0.

(b) Konvergiert nach Majoranten-Kriterium: ‘fo:l % <> 3—n < 00, denn mit
azil (g: +11)4 f; %(1 + %) — %(< 1) gilt nach dem Quotienten-kriterium die
Konvergenz.

(c) Folgt aus dem Quotientenkriterium: |%2=2| = |21 — (< 1).

(d) 2+5+2++... Zflo , 31 < 00, denn der Quotient von zwei aufeinanderfolgenden
Gliedern ist immer g <1.

(¢) Konvergiert nicht, denn 1+ 2 + 22 =+ % + .= WZH) und der Quotient
zweier aufeinanderfolgender Glieder |2t | = 2204 — 5(> 1)

(f) Konvergiert nicht, denn % — .

Aufgabe 12.4.
Bestimmen Sie mittel geometrischer Reihe und Exponentialreihe die folgenden Grenzwerte
(a) > 5 372

k
(b) 2%l 2

1k23k
(0) Yo Gir
15
(d) 52, e

00 V3"
(e) oo, W

Losung zu Aufgabe 12.4.

(a)

f:y%:iw: i(l)k ST S
k=1 k=1 9 1- 8
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12.4 Ubungsaufgaben mit Losungen

Aufgabe 13.1.
Bestimmen Sie genau die z € R, fiir die die Reihe

— (14 (=1
;( oy,

konvergiert.

Losung zu Aufgabe 13.1.
Es sei

Dann definieren wir noch

Wir betrachten

(k) = (2K)
und
und die zugehorigen Teilfolgen von (b,). Dann gilt fiir alle £ € N, dass
by, =0
und
|z

g * 2k —1)2
Da lim,, ., /n =1, gilt fiir die Teilfolge ( **~/2k — 1), ebenfalls

lim V2 —1=1.

k—o0

b, = 2——F———
(

Darum gilt limg_,o0 by, = 2|2|. Da limg_,o0 by, = 0 und die Behauptung
{ng:keN}U{my: ke N} =N

erfiillt ist, ist {0,2|z|} die Menge der Haufungspunkte und limsup,,_,. b, = 2|z|. Nach
dem Wurzelkriterium liegt fiir |z| < 3 absolute Konvegenz der Reihe vor und fiir |z| > 1
Divergenz.

Es sei |z| = 5. Dann gilt |a,| < % und da die Reihe Y77 | & konvergiert, konvergiert die
Reihe nach dem Majorantenkriterium absolut.

Wir haben also das Ergebnis, dass die Reihe fiir alle € [—3, 5] konvergent und fiir alle
anderen x € R divergent ist.

Aufgabe 13.2.
Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen
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(0) Too2y it
Losung zu Aufgabe 13.2.

(a)

| = (9" 1
Zo 4np! ;0 (n)' e (Z)
(b) N N
2 =2y 2 9. ex (2)
2 (n—1) "= () P

Aufgabe 13.3.
Geben Sie das Supremum fiir die folgenden Mengen an

(a) A; ::{nLJrl : n €N}
(b) Ay := {"—2 cnéE N} vergleiche Zusatzaufgabe 3.3: n? < 2" fiir n # 3.

Qn

() As:={zeR : z'° <16}

Losung zu Aufgabe 13.3.

(a) sup 44 ::sup{nLJrl : neN}p=1.
(b) sup As ::sup{;‘—j : nEN}:%

(¢) supAs :=sup{z € R : 2! <16} = 1675 .

Aufgabe 13.4.

Beweisen Sie, dass die Reihe Zfzo(—l)”ﬁ gegen eine Zahl kleiner als 1 — 1+ 1 konver-

giert, jedoch nicht absolut konvergiert.
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Losung zu Aufgabe 13 4.
Die Reihe D 7 ((—1)"

3n+1
ist wegen
1
lim =
und
app1  1Bn+4  3n+1 3n+4 B
a, 3n1+1 - 3n+44 3n+4_

eine (streng) monoton fallende Nullfolge. Jedoch konvergiert sie nicht absolut, weil

> |-

n=0

o0 (e}

Weiterhin gilt fiir den Grenzwert S der Reihe
1 1 1 1 1 1

I e U il
Sl T T T u T
20
oder etwas formaler
1 3n+3 1 1 2
-1 2n+1__ = -1 2n o — <0.
SRR vy S il ey Sl g N ARG T oy

Aufgabe 13.5.
Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Die Folge (a,) sei rekursiv definiert durch
1

Ap41 = n y
Zk:l ak

Die Reihe >, a5 divergiert und a,, ).

CL1:1.

konvergiert nach dem Leibnizkriterium, denn die Folge a,, =

1 1 e 1 11
3n+1‘ ;3n+1>n§3n+3252n+125252w

1
3n+1

(b) Ist die Reihe )., a; konvergent und (cy) eine beschrénkte Folge, so ist auch die

Reihe )2 agay konvergent.

(c) Ist die Reihe Y .- | a; absolut konvergent und (oy) eine beschrinkte Folge, so ist auch

die Reihe ) .7, apay absolut konvergent.

Losung zu Aufgabe 13.5.

(a) Diese Aussage ist wahr. Offensichtlich ist (a,) positiv fiir alle n € N. Weiterhin
nehmen wir an, dass die Reihe ) ;7 a; konvergiert, also existiert ein C' € Ry mit

Y pe i ar < C. Dann gilt notwendigerweise, dass

CLn—&-l Z ~

C
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also ist (a,) keine Nullfolge. Dies ist jedoch das notwendige Kriterium dafiir, dass die
Reihe konvergiert. Also haben wir einen Widerspruch erzeugt und unsere Annahme
war falsch. Daher divergiert > ;- ax und daraus folgt sofort, dass

womit die Behauptung gezeigt ist.

(b) Diese Aussage ist falsch. Man Nehme

o0 [e.e] 1
Zak = Z(_l)kE und oy, = (—1)*
k=1 k=1

Dann ist die Reihe Y7, (—1)*+ zwar nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, jedoch

gilt
oo o0 1
jgztlkak 2{; gé;'E

(c) Diese Aussage ist wahr. Weil )" a; absolut konvergent ist, gilt Y .2 |ax| < 5,5 €
R . Weiterhin ist (aj) beschrinkt, also existiert ein M € R, mit o < MVk € M.
Daraus folgt, dass

o0 o0 o0
> arow| <> lagllon] < MY Jag| < M-S < oo
k=1 k=1 k=1

Aufgabe 13.6.
Beweisen oder widerlegen Sie

(a) Ist die Folge {an},y mit a, > 0 Vn € N monoton wachsend und beschrankt, so

konvergiert
Z (ak+1 _ 1) .
ag

k=1

(b) Sei a :=lim,_, a,, dann gilt

> et Ok
lim &k=1"% _ 4
n—0o0

Losung zu Aufgabe 13.6.

(a) Diese Aussage ist wahr. Weil (a,) monoton wachsend ist, gilt

Qp+1 Gpy1 — Ap < Upy1 — G

0<

1= <
an, an, Qo

Weiterhin ist (a,) nach dem Satz {iber monotone Kovergenz konvergent, sei also a :=
lim,,_, a, . Es folgt, dass

>\ (Ania 1 & 1
1) <= il — an) = —(a — ag) < 0.
z(an )—a02<a+1 o) = Sa-ap) < o0

n=1 n=1 0
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(b) Die Aussage gilt. Wegen lim,,_,, a, = a existiert ein ng € N, so dass |a, —a| < € fiir
alle n > ng. Es folgt

n no—1 n
— 4 ar —a __ap —a
lim —|Zk:1 a —a lim |Zk’1 i |+ lim }Zk*”(’ i |
n—oo n n—oo n n—oo n
n
_ a a
n—oo N n—o00 n
C o
< lim —+ I Li=no
n—oo N n—00 n
_ 04 lim S2="0)
n—00 n
= €

Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung.
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12.5 Aufgabenserie mit Losungen

Aufgabe 13.1.
Zeigen Sie, dass die Reihe

g <6 + S;n(n))nxn

fiir alle 2 € R mit |2 < 2 absolut konvergiert. Beweisen Sie weiterhin die Abschétzung:

i (6 - s;n(n)>"xn

n=1

<7

fir alle z € R mit |z| < 1.

Losung zu Aufgabe 13.1.
Es gilt stets |sin(n)| <1 und folglich

KMSTM)TL = <W>n|x|n = (g)nﬁf\”:q”

mit ¢ = Z|z|. Da |z] < £ ist |¢| < 1. Darum ist bekanntlich die geometrische Reihe

o
>
n=1
konvergent und nach dem Majorantenkriterium ist darum

g; <6 + sgin(n))”xn

absolut konvergent.

Alternativ kann auch das Wurzelkriterium herangezogen werden: weil |z| < % ist

(6 + s;n(n)>” -

und darum konvergiert die Reihe absolut.

6 i 7
< lim sup M! | <limsup - ]x| |J:| <1

n—oo n—oo

limsup {
n—oo

Sei nun |z| <1 < . Dann gilt fiir alle N € N

i(%) Si(w)méi(gw) <3 (Sl =g ol

n=1

und deswegen
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Fir |z| = 1 funktioniert diese Argumentation so nicht mehr, da das letzte < nicht mehr
gilt, sondern dort ein = steht.

Betrachten wir daher nun nicht nur den Fall |z| =, sondern allgemeiner den Fall [z <1 < £,
d.h. der obige Spezialfall |z| < 1 ist dann dort enthalten und kann entfallen. Es gilt fiir alle

N eN
i <6+s§n(n)>"$n

n=1

N

6 + sin(1) 6+ [sin(n)[\" .,
< Sy (B

n=2

6 + sin(1) Moo\

< T\ —

< — +n§; i
6+sin(l) <= /7 \"

< N\ —

< T+ ; <8]:c|)
6+sin(l) (7, \° 1

= _ 7 +- _|x| —

_ G4sin(l) (7 1

- 8 8) 1-1

und deshalb

i (6 + Sén(n))nmn

n=1

< lim

™ i (6+581n(n))"xn o Gtsin1) (7)2 1

n=1 B 8

Da 1€ (0,%), gilt sin(1) <1 und darum

= /6 +sin(n)\" 6 + sin(1) 7\° 1 7 7\* 1
S ——— [ —— -] —= <= = =7
Z( 8 )x =75 ") 8) 12

n=1 8

Aufgabe 13.2.
Berechnen Sie die N -te Partialsumme und die Reihensumme (falls diese existiert) der fol-

genden unendlichen Reihen:
(a) Yottt
(b) 2212 m ;

() ot (1+3).

Tn
Tn41

(d) Beweisen Sie, da8 fiir eine Folge x,, > 0 die Rethensumme von )7 In ( ) genau

dann existiert, wenn die Folge z, gegen eine positive Zahl konvergiert.

Losung zu Aufgabe 13.2.
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(8) Yonli 55 = 2ome1 5 (55 — 5m73) - Bs ergibt sich fiir die N -te Partialsumme sy =

N 1 1 1 _ \N-11 1 N+2 1 1 _1(1 1 1
Zn 13 (2n 3 2n+3) - ano §z(n+1)—3_zn=3 32(n—2)+3 ~ 3 <§ T 2N—1  2(N+1)
Daher gilt > 7, 4n2 5 = limy o0 sy = %.
00 2 o] 2 oo} 1 1 : :
(b) Zn 2 n(n2 ) Zn 2 n(n-1)(ntl) Zn:2 (n(nfl) — n(n+1)> . Somit gilt

_ N-1 1 N 1 _ 1 1
SN = (n( n( n+l)) = ne1 ntD((ntD)-1) D n=2 ner) — 2~ Noven und

1
th—)oo SN = 92 -

(¢c) Da In(1+2) =In (%) =1In(n + 1) — In(n) erhalten wir sy = Zf:[:l In(1+1) =
SV In(n) =N In(n) = In(n+1) , und es gilt sy = 32>, In (1+ 1) =limy oo sy =
00 .

(d) Bs gilt sy =V, In (+) =N (In(z,) — In(2ns1)) = In(21) — In(2ys1) . Daher
existiert die Reihensumme genau dann, wenn In(x,,) konvergiert, und dies ist wiederum
genau dann der Fall, wenn x,, gegen eine positive Zahl konvergiert.

Aufgabe 13.3.
Beweisen oder Wiederlegen Sie:

(a) Ist die Reihe Y a? konvergent, dann konvergiert auch die Reihe Y a,.
k=1 k=1

(b) Konvergiert die Reihe Y a; absolut, dann ist die Reihe Y a} konvergent.
k=1 k=1

(c) Gegeben sei eine Reihe > ap mit a; > 0 fiir alle £ € N und “’;—Zl > 1 fiir unendlich
k=1

viele k € N. Dann ist die Reihe ) a; nicht konvergent.
k=1

Losung zu Aufgabe 13.3.

(a) Diese Aussage ist falsch. Wir wissen, dass die Reihe )7, L konvergiert, jedoch trifft
dies nicht auf die harmonische Reihe 77 | ¢ zu.

(b) Diese Aussage ist richtig. Sei also die Reihe > ;7 a; absolut konvergent. Dann ist
die Folge {a}, .y notwendiger Weise eine Nullfolge. Das heifit es existiert ein Index
N(1) € N, so dass |ag| <1 fiir alle £ > N(1). Weil |ag| < 1 folgt aber unmittelbar,
dass dann auch |ai| < |az| < 1 ist. Weiterhin sind aufgrund der Quadrate die a; nicht
negativ, es folgt

2

(1)

Z a; + Z a; < C+ Z ]ak|§0+2]ak\<oo.
k=1 k=1 k=N (1)+1 k=N(1)+1 k=1

Bei (*) wurde benutzt, dass wir nur endlich viele Summanden haben und diese daher
durch eine Zahl C' € R mit C < oo abschétzen konnen.
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(c) Die Aussage ist falsch. Dazu sei

- ) 27%  k ungerade
Z ay mit ap ;= Lk
Pt 47%  k gerade

Dann gilt offensichtlich, dass a; > 0 und

- (2m+1) 42m 1

=_.2"m>9

aom+1 .
4-2m o 22m+1 2

Som

Also a(’;—:l > 1 fiir unendlich viele k € N. Jedoch ist die Reihe absolut konvergent
nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

1
Yar < max { V25 VaF} = S <1,
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Aufgabe 14.4.
Beweisen Sie, dass die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen

durch 9 teilbar ist. 3 Punkte

Lésung zu Aufgabe 14.4.
IA: n=1
1P4+2°+3°=148+271=36 v

ISsn—>n+1

IV: Sei die Summe dreier aufeinanderfolgender Kuben fiir ein n > 1 durch 9 teilbar.
IB: zu zeigen: (n+1)3 + (n+2)® + (n + 3)? ist durch 9 teilbar.

Beweis der IB:

n+1P2+n+2°2+m+3)3 = nd+(n+1)7>+ (n+2)°%+ (9n? +27n + 27)
= 2+ (m+ 1D+ n+2)°+ " +3n+3)-9

J/ N

TV VvV
teilb.n.I.V. teilb.d.9

Aufgabe 14.5.

Bestimmen Sie die Lésungsmenge von
e+ 1| < |z —7|

wenn (a) x € C und (b) = € R. Skizzieren Sie fiir (a) die Losungsmenge.

Losung zu Aufgabe 14.5.

Wir 16sen die Gleichung iiber C. Weil jedes = € C die Dartstellung x =a+ b, a,b € R,
besitzt, folgt

le+1] < |z—7|
(a+1)2+0 < (a—T7)2+0?
(a+1)* < (a=T7)
a>+2a+1 < a®—14a+ 49
16a < 48
a < 3

Dementsprechend gilt die Gleichung fiir alle komplexen Zahlen, deren Realteil echt kleiner
als 3 ist also

{zeC:R(z) <3}.
Fiir die reelle Losung folgt unmittelbar, dass es fiir alle

{reR:z<3}
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gilt.

Aufgabe 14.6.
Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken den Grenzwert

() 35 — %= ) n(1+1+/4-1-3)

Losung zu Aufgabe 14.6.

(a) Es gilt
, 5n?+1  5nd+5n (5n2 +1)(4n? — 7) — (5n® + 5n)(4n + 3)
lim — = lim
n—soo \ dn+3  4n? -7 n—00 (4n+3)(4n% —17)
’ 20n* — 35n% 4+ 4n? — 7 — 20n* — 15n> — 20n2 — 15n
= lim
n—00 16n3 — 28n + 12n2 — 21
on? —15—=5In"t—15mn2 —7n"3
= lim —
n—oo 13 16 +12n=1 — 28n=2 — 21n—3
B 15
16

limn(\/1+z+\/4—é—3) = limn(\/1+z—1 —i—lmnnwéH—é 2)
n—o0 n n n—o0 n—oo n
(V14752 = ((/4— %)2—22

= limn +11mn
= lim —— + lim
7
= ——1
2
5
2

Aufgabe 14.7.
Welche der folgenden Reihen konvergiert bzw. divergiert? Handelt es sich bei der Konvergenz
um absolute Konvergenz? Beweisen Sie mittels den Thnen bekannten Konvergenzkriterien fiir

Reihen!
(a) 2o (=D () (0) 204 \/ﬁ () only grgerr

Losung zu Aufgabe 14.7.
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Es handelt sich bei a,, = ﬁ um eine monoton fallende Nullfolge, denn es gilt

an+1_ﬁ_2n—1 2n+1

4 g 2+l 2041

und 1
li =0
el

Daher greift das Leibnizkriterium und die Reihe konvergiert. Die Reihe konvergiert
nicht absolut, denn es gilt

= . 1 = 1 S B [ |
;(_1)+1(2n—1)':;2n—1>n1R:Z;ﬁ:m

Diese Reihe konvergiert, denn sie besitzt die konvergente Reihe 3 -3 7 # als Majo-
rante. Dies sieht man so

- 1 =1
S e v

Da eine konvergente nichtnegative Majorante vorhanden ist, konvergiert die Reihe ab-
solut.

Diese Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

o0 oo

5n 1 5n
nzl n3ntl 3 ; n3n
und weiterhin
o O D <1
om3n 6 ‘

Weiterhin konvergiert die Reihe absolut, da Konvergenz aufgrund des Wurzelkriteriums
vorliegt.

Aufgabe 14.8.

Losen Sie die folgende Gleichung iiber R

V252 +2 - 222 +7=0

Losung zu Aufgabe 14.8.

Also

V22242 -2/20+7 = 0

202 +2—-8r—28 = 0

2> —4r—13 = 0
$1,2:2ﬂ:\/1_7

1 = 24+ V17 und z9 = 2 — /17. Die anschliefende Probe bestétigt, dass es sich

wirklich um zwei Losungen der Ausgangsgleichung handelt.
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Aufgabe 14.9.
Losen Sie die folgenden Gleichungen, wobei z € C

(a) 2°=32i (b)21=-2-2

Losung zu Aufgabe 14.9.

(a)

Wegen 2% = 1% = 32i erhalten wir r = 2. Weiterhin muss e¢®? = i gelten. Wir

wissen, dass der Einheitskreis fiir ¢ = 7 den Wert ¢ annimmt, denn es gilt ez =
(cos(3)+isin(5)) = i. Somit ist die Gleichung fiir ¢ = 5 erfiillt ist. Jetzt wissen wir,

dass die Losungen symmetrisch iiber dem Einheitskreis verteilt sind, dementsprechend

erhalten wir als Winkel ¢ € {1%7 ?—g, %, %, %} . Die Losungen lauten daher:

s 5m 9 137 177
21 = 2€'10, 29 =2e'10, z3=2e"10, z4=2e"10, z5=2€"10

Wegen 2? = rte® = —2 —2i erhalten wir 7 = v/8. Weiterhin muss ¢ = \%(—1 —1)

gelten. Wir wissen, dass der Einheitskreis fir ¢ = % den Wert —5(—1—1) annimmt,

denn es gilt ' = (cos(3) +isin()) = \%(—1 —4) . Somit ist die Gleichung fiir ¢ =
o

15 erfiillt ist. Jetzt wissen wir, dass die Losungen symmetrisch iiber dem Einheitskreis
verteilt sind, dementsprechend erhalten wir als Winkel ¢ & {5—“ ddm  2lm 29—”}. Die

167 16 ° 16 * 16
Losungen lauten daher:
5m 13n 21n 20m
21 = V/8e's, 2= /86, 23= /86, 2z4=/8"T

Aufgabe 14.10.
Bestimmen Sie den Limessuperior und den Limesinferior der folgenden Folgen

() an = (1—35;)* (b) by =47"(3" — (=3)"),

3n

Losung zu Aufgabe 14.10.

(a)

(b)

Es gilt
. Lion 1., L., 1 1 2
Tim (1 — S_n) = lim (1 - 3—n) (11— 3—n) = eXP(—g) ' GXP(—g) = eXP(—g)
Daher gilt
2
minfan = limsupan = exp(—3)

Offensichtlich gilt

lim 47"(3" — (=3)") = lim (%)n . (%3)” —0+0=0.

n—oo n—oo
Daher gilt wieder

liminf b,, = limsup b,, = 0.
n—oo n—00
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Aufgabe 14.11.
Bestimmen Sie mit Hilfe der Exponentialreihe, bzw. der Geometrischen Reihe die folgenden

37’L

gn—1

Grenzwerte (a) Y. 5= (b)
n=0 n=1

Losung zu Aufgabe 14.11.

(a) Es gilt
Z 2 —22%3, :2exp(%).

(b) Es gilt
=, 3 =. /3
E =3 E (Z

196



Literaturverzeichnis

[1] Dipl.-Math. Janine Erdmann, Dr. rer. nat. Jochen Merker und Dipl.-Math. Katja Ihs-
berner “Analysis 1 - Zusatzaufgaben, Ubungsserien”, Rostock, 2004-2009

2] H. Wenzel und G. Heinrich “Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler”, B.
G. Teubner , Stuttgart/Leipzig, 1999

[3] Otto Forster “Analysis 1 - Differential- und Integralrechnung einer Verdnderlichen”, Ver-
lag Vieweg, Braunschweig/Wiesbaden, 1983

[4] Otto Forster und Riidiger Wessoly “Ubungsbuch zur Analysis 17, Verlag Vieweg, Braun-
schweig/Wiesbaden, 1995

[5] Konrad Konigsberger “Analysis 1”7, Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York, 2004

6] Harro Heuser “Lehrbuch der Analysis, Teil 17, B. G. Teubner
gart/Leipzig/Wiesbaden, 2003

. Stutt-

[7] Karl Bosch “Elementare Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung”, Verlag Vieweg,
Braunschweig/Wiesbaden, 1999

197



	Aussagenlogik
	Wiederholung - Theorie: Aussagenlogik
	Aussagen
	Aussagenverbindungen
	Wahrheitstafeln
	Ausdrücke der Aussagenlogik
	Wahrheitsfunktionen
	Grundgesetze der Aussagenlogik
	Tautologien, mathematische Schlussweisen

	Wiederholung - Theorie: Quantoren und Negation
	Quantoren
	Abbildung

	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie und zugehörige Lösungen

	Mengen
	Wiederholung - Mengenlehre
	Mengenbegriff
	Elementbeziehung
	Teilmengen
	Operationen mit Mengen
	Venn-Diagramm
	Vereinigung, Durchschnitt, Komplement
	Grundgesetze der Mengenalgebra
	Weitere Mengenoperationen
	Mächtigkeit von Mengen
	Mächtigkeit, Kardinalzahl

	Übungsaufgaben und Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Kombinatorik
	Wiederholung - Theorie: Binomischer Lehrsatz
	Wiederholung - Theorie: Kombinatorik
	Fakultät und Binomialkoeffizienten
	Tupel
	Tupel und Mengen
	Auswahlproblem

	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Vollständige Induktion
	Wiederholung - Natürliche Zahlen
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie und Lösungen

	Relationen, Körper
	Wiederholung - Theorie: Relationen
	Wiederholung - Theorie: Gruppen, Körper
	Übungsaufgaben und Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	(Un)gleichungen
	Wiederholung - (Un)gleichungen
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie und Lösungen

	Komplexe Zahöen
	Wiederholung - Theorie: Komplexe Zahlen
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Zahlenfolgen
	Wiederholung - Theorie: Zahlenfolgen
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Monotonie von Zahlenfolgen
	Wiederholung - Theorie: Monotonie
	Wiederholung - Theorie: Supremum, Infimum
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Der Goldene Schnitt
	Definition: Goldener Schnitt
	Eigenschaften des Goldenen Schnitts
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Klausurvorbereitung
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Probeklausur mit Lösungen

	Reihen
	Wiederholung - Theorie: Reihen
	Übungsaufgaben
	Aufgabenserie mit Lösungen
	Übungsaufgaben mit Lösungen
	Aufgabenserie mit Lösungen

	Klausur mit Lösungen

