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Zusatzmaterial zur Mathematik I fiir E-Techniker — Ubung 3

Wiederholung - Theorie: Zahlenfolgen

(a) Sei {an}sZ; eine reelle Zahlenfolge, d.h. a, € R fiir n € N. Dann heifit die Zahlenfolge konvergent, falls es
ein a € R gibt, welches die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir alle € > 0 existiert ein N = N(e) € N, so dass |an —a| < e fiir alle n > N(e).

(in Zeichen: Ve>03IN=N()eNVneN:(n>N() = |an —a| <¢))

AuBerdem heit a dann Grenzwert der Folge {an}n=; . Schreibweise: lim a, = a
n—oo
(b) Seien {an}, {bn} Folgen aus R mit lim a, =a € R und lim b, =b € R. Dann gelten
n—oo n— 00

lim (an +bn) =a+b, lim (an, —byn)=a—0b, lim (anb,)=ab

n—00 n—00 n—00

Im Fall b#£0 gilt: 3 N € N, so dass fiir n> N: b, #0 und lim (‘;J) =,
n—o0 n
(c) Sei {an}nz=; eine Folge aus R. Dann heifit {an}n=; bestimmt divergent,
falls einer der beiden Fille auftritt:
a) lim an=o00c <= VYLERIN=N(L)eNVneN:(n>N(L)= an> L)
n— o0

b) lim ap=—-00 <= VLERIN=N(L)eNVneN:(n>N(L)= a, <L)
n—oo
Achtung: co und —oo sind keine reellen Zahlen, das heiffit oo, —co € R !
(d) Besitzt die Folge {an}nz; den Grenzwert 0, so nennen wir {an}n=; auch Nullfolge.

(e) Eine Folge {an}nzn,, heit monoton wachsend, falls fiir alle Glieder a. (n > mo) gilt, dass ant1 > an
oder (falls {an}nzn, nur positive Glieder enthilt) GZ% >1.

(f) Eine Folge {an}nln, heit monoton fallend, falls fiir alle Glieder a, (n > no) gilt, dass ant1 < an oder
(falls {an}sZ,, nur positive Glieder enthélt) % <1.

(g) Eine Folge {an}nZ,, heiit streng monoton wachsend, falls fiir alle Glieder a, (n > no) gilt, dass any1 >
an oder (falls {an}nz,, nur positive Glieder enthélt) a;% >1.

(h) Eine Folge {an}nZ,, heiBt streng monoton fallend, falls fiir alle Glieder an (n > no) gilt, dass any1 < an
oder (falls {an}nin, nur positive Glieder enthilt) az% <1.

Zusatzaufgaben mit Losungen

Aufgabe 3.1.
Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:

(a) nl;n;oﬁ =0.

(b) Essei {an}n=; eine gegen a € R konvergente Folge reeller Zahlen und {b,};=; eine gegen b € R konvergente

Folge reeller Zahlen.
Dann konvergiert die Folge {c,}pZ; mit ¢, = 3a, — 5b, gegen den Grenzwert 3a — 5b.

Loésung zu Aufgabe 3.1.

(a) Essei € > 0 beliebig und fest. Als N(g) wihlen wir irgendeine natiirliche Zahl N(¢) € N, fiir die N(e) >
gilt.
( Warum gibt es ein solches N(¢) € N? R erfiillt das Archimedische Axiom! )
Essei n € N mit n > N(g). Aus n > \% >0 folgt dann n® > 1 >0 und schlieBlich

S




(b) Es ist zu zeigen:
Ve>03IN=N()eNVneN: (n>N() = |c, — (3a — 5b)| < ¢)

Sei nun ¢ > 0 beliebig, n:=§ und v:= 5.
Nach Voraussetzung existiert ein M , so dass Vn > M die Bedingung |an —a| <n = § gilt.

Weiter existiert nach Vor. ein K, so dass Vn > K die Bedingung |b, —b| <v = {5 gilt.
Wir setzen nun N(g) := max(M, K). Es sei n € N mit n > N(e).

Da n > M, folgt |an —a| <n= ¢ und ebenso auch |b, —b| <n =15 wegen n> K.
Insgesamt folgt nun:

|(3an — 5bn) — (3a — 5b)| = [3(an — a) — 5(bn — b)| < 3|an — a| + 5lbn — b < 35 +5—

6710 ©
Aufgabe 3.2.
Untersuchen Sie das Grenzverhalten der folgenden Folgen
2 4
n n—1 in” -1
ni=— b) b, = n 1=
@) an = e 5 v 3 (b) n? 41 (©) en = g1
Loésung zu Aufgabe 3.2.
Wir klammern stets die héchsten n -Potenzen des Nenners aus (und kiirzen sie).
(a) Es gilt dann a, = 2n2fzn+3 = 273%13"% . Fiir den Nenner erhalten wir dann nh_)rr;o (2-32+3%)) =
2—04+0=2. Somit folgt lim a, = %
n— oo
1_ 1
(b) Die zweite Folge kann umgeformt werden zu by = 2 42 . Fiir den Nenner gilt lim (1+-5)=140=1.
;f n— o0
Im Zahler stehen jedoch nur Nullfolgen, so dass lim b, = 0 folgt.
n—oo
3_1
(c) Fiir die dritte Folge haben wir ¢, = 48’:?:11 = 4;:;" . Fiir den Nenner erhalten wir dann lim (8 — 1) =

n n—o0
840 = 8. Da 4n® bestimmt gegen oo divergiert und % eine Nullfolge ist, folgt dann insgesamt, dass

lim ¢, = 0.
n— oo

Aufgabe 3.3.
Im Zuschauerraum eines Saals gibt es 40 Reihen Sitzplétze. In jeder Reihe ist 1 Platz mehr als in der vorausgehenden.
Wie viele Sitzplidtze gibt es insgesamt, wenn in der 20. Reihe 30 Sitzplétze sind?

Losung zu Aufgabe 3.3.

Wir benutzen den Abzéhltrick von Gaufl und erkennen, dass wenn man jeweils die 20. mit der 21. Reihe addiert
oder die 19. mit der 22. Reihe addiert auf 61 Sitzplidtze kommt. Somit ergeben sich insgesamt 61 -20 = 1220
Sitzplatze.

Ein anderer (sehr viel lingerer) Losungsweg mittels Folgenargumenten ist der Folgende: Aus der Aufgabenstellung
kann man ablesen, dass es sich bei der Anzahl der Sitzplitze in der n -ten Reihe um eine arithmetische Folge handelt,
also die Form a, = a1 +d-(n—1) mit d =1 hat. Wir wissen, dass a2 =30 = a1 +1-19. Demnach ist a1 = 11.
Die Anzahl der Sitzplédtze im gesamten Raum ist dann durch

40 30 39

D an=) 1+1n-1)=11-40+ ) n =440+ 39 -20 = 440 + 780 = 1220
n=1 n=1 n=1
gegeben.
Aufgabe 3.4.
Untersuchen Sie die folgenden Zahlenfolgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls die Grenzwerte:
1\" 3"+ (=3)"
(@) an == Va(vn £ 1— va) (b) by = (1 - 5) (c) cn = %

n?+1 nd+1

2n+3 2n2-1

3" 4 (_S)n
2n

(d) dy. : () eri=1  enpsi= i(en S0 (f) fm



Losung zu Aufgabe 3.4.

Vi) _ w1 oo
(2) VnlVn+1-+vn) =08 = 7ot = JoTh 3
(b) Wegen

lim (1 + %)n = exp(a)

n—oo

gilt
. 1 n
lim (1 — 7) =exp(-1)
n— oo n

(¢) cor=2- (%)Qk ke, 0, cak—1 = 0 und somit ¢, 2700 (k,n — 00) .

(d) dor =2 (2)* £2= o0, doy—1 = 0. Die Folge divergiert.

(e) Zuniichst zeigt man induktiv, dass e, > % fiir all n € N gilt, da e; = 1 > 1 gilt und aus e, > % die

3 3 3
Ungleichung

e >1 1+l -1
Ty 3) 3

folgt. Daher ist e, nach unten beschrinkt. Auflerdem ist e, wegen

o

n

€n+1:I+ =< — + —en, =é€n.

monoton fallend. Also konvergiert e, , und zwar gegen die eindeutige Losung e = % der Gleichung e = i(e—i—l) .

()
n?4+1 nP4+1 @24+ 1) -+ 1D2n+3)  —3n*4+n?—2n—4 nhe 3

Ly BRI T (2n +3)(2n2 — 1) T Ui+ 6n?—2n-3 1

Aufgabe 3.5.
Berechnen Sie den Grenzwert der Folge a, mit

an:—n<\/1+1+\/1+12—2>.
n n

Loésung zu Aufgabe 3.5.

lim n<\/1+1+\/1+12—2> = lim n<1/1+1—1)+ lim n<\/1—|—12—1>
n—o0 n n n— oo n n—o0 n

2
((r+3) -2

T+ 5 +1

= lim n
n—r o0

— dlim ——1 o dim 1

Aufgabe 3.6.



(a) an = (n+2)(3n

—1)(5n* + 3)
(n2—1

Man berechne die Grenzwerte der angegebenen Folgen!

Vn2sin(n!) 137 +2
b n = n=11 -
LD, YT, (1)
n—1 k n 1 n 1
d an = —_— = — e)a": _ f anZ\/n2+n—\/n2—n
(d) Z:; 5 =3 ( Zj T (f)
1\ 2
(g) a, = 2n+(—1)"n n—+1 +COS( ) (h) an = (100+ E)
Losung zu Aufgabe 3.6
(a)
i @26’ = DG’ +3) L 150° 4300 15+ 0+ _
n—reo (n2 - 1)(7’L2 + 1)2 n—oo nb + 2nt... n~>oo 1+ n2 + ..
(b) 2
V/nZsin(n!) N3 nooo 0
n+1 “n+1
+c
(¢) Wegen lim ( ) = exp(ab)
n—

(a,b,e,r € R) gilt

1 3n+2
lim <1 + 7> = exp(3)
n— 00 n

_ 1
lim — +..4+ 2% =1 n(n 1):limn27n2n:lim n_l
n—oo N n— oo 2n2 n—oo n—ooo 2 2
(e) Wegen
= 1
i >
B e - Sy ey
sowie
= 1
lim _— < lim ——
n—oo g ,/n2 ~ n—oo L
gilt
= 1
lim =
n—o0 ; 1/n2
(0 2
lim \/n2+n7\/n27n—h mnon = lim
n—00 n—00 \/n2 +n+ \/nQ —n n—00 /1 + /
(g) Wegen
lim 2*tCD"0/n 41+ cos(n) < lim ¥n + 2
n—r oo
und
lim 2"*Y"Y/n 4+ 14 cos(n) > lim %/n
n— oo
gilt
lim 2n+D"
n—oo
(h)
lim

n—r00

n+ 14 cos(n) =1.

2
(100—1— ) = lim <100+ l) . <100—|— l) = lim (100—|— l) - lim (100+ 1) =100 - 100 = 10000
n n—o00 n n n— o0 n n—o00



Aufgabe 3.7.
Untersuchen Sie die Monotonie der nachstehenden Folgen:

1
(a) an:i=n (b) b, :=n" (k € N) (c) cn:i=+vn (d) dn = -
Losung zu Aufgabe 3.7.
(a) ant1—an = (n+1)—n = 1>0, also ist die Folge {an}ne1 (sogar streng) monoton wachsend.

(b) Die Folge {bn}n>; ist fiir jedes k € N positiv und (sogar streng) monoton wachsend, denn es gilt

k k
k\14., k—j k B\ 14, k—j
)1Intd n" + N1
bn+1 o (Tl+ 1)k o ];L) (J) o ];1 (J) S le -1
bn nk o nk - nk nk
(c) Die Folge {cn}nz: ist eine (sogar streng) monoton wachsende Folge, denn es gilt
— Jn+1 — (thH—mn _ 1
Cnr—n = Vntl—yn = Iiritve = vargvs o O
weil sowohl Zidhler als auch Nenner positiv sind.
1

(d) Wegen % =5 =05 < Z—E = 1 ist die Folge {dn}nZ; (sogar streng) monoton fallend.
Aufgabe 3.8.
Untersuchen Sie die Monotonie der nachstehenden Folgen:

2
n 6n n—10 n!
(@) an = 5 (b) b= 5" (c) en=—1 (d) dn=Va (a>1) (e) en =

Lésung zu Aufgabe 3.8.

(a) an = 22% ist wegen 2n4+1—n? = —(n—1 —+v2)(n — 1 +v/2) und demzufolge

n+1)>2 n? 1
An+1 — An = ( 2n+4> — on i3 = ot (nZ +2n+1— 2”2)

_ 1 2 >0  firn=1,2
T oont4 (2n—|—1—n){<0 firn >3
bis n =3 streng monoton wachsend und dann streng monoton fallend.
(b) bn = ;3% ist wegen n®+9>6n & (n—3)?>0 durch 1 nach oben beschréinkt.

Wegen9—n—n2{>0 firn=1,2

3 2 .. .
<0 fir n > 3 und n° + 2n° + 10n > 0 fiir alle n € N sowie

6(n+1)

bot1  man24s  6(n+1) n2+9 P4 ni4+9n+9 N 9—n—n?
b A5 6n (n+1)24+9  nP422 4100 n3 +2n2 + 10n
ist die Folge bis m = 3 streng monoton wachsend und danach streng monoton fallend.
(¢) cn = 2=19 ist streng monoton wachsend wegen
_ n41-10 _ n—10 _ 10 10y _ 10 10 _ _ 10
Cntl —Cn = n+1 - n - _r{—l_(l_W) — n T n+1 — n(n+1)>0

(d) dn= %/a (a>1) ist streng monoton fallend wegen

dn+1 "o 11

1 1
= antl~ n = g nr+l) —=

= = ——— <1
dn Va n(n+)/g

n!

& 1< "Ye & 1< a.

24

(e) en = g% ist wegen ey =e5 = &= und
(n+1)! <1 firn=1,2,3
n n 1 ’ ’
entl _ 5n+!1 = n-;)— =1 fiir n =4
en B >1 firn>5

bis n =4 streng monoton fallend und ab n =5 streng monoton wachsend.



Aufgabe 3.9.
Man untersuche die Folge (an)nen mit

3

J—

an = (n>1)
=n + k
auf Monotonie und Beschrinktheit!
Loésung zu Aufgabe 3.9.
Die Folge ist beschriankt, da
"1 "1
0<a, = A < —=1.
k=1 n + k=1 n
Weiterhin ist sie auch monoton wachsend, da
n+1 n
1 1 1
anH_;n—&—l—&—k - ;n+1+k+2n+2
=n +k 2n+2
_ Z LN SR
o k:Qn—&—k 2n+1  2n+4+2
o 1 n 1 4 1
T n4+1 241 2n42
>0
> an.

Somit ist handelt es sich um eine konvergente Folge.

Aufgabe 3.10.

Eine Folge (an)nen heit arithmetisch, wenn es eine Zahl d gibt, sodass a, = ao + nd fiir alle n € N gilt (d
heilt Differenz). Eine endliche arithmetische Folge (an)n=o,....n—1 habe die Differenz d = —2 und als letztes Glied
aN—-1 = 17.

,,,,,

(a) Wie viele Glieder hat die Folge, wenn die Summe aller Glieder 897 betrégt? Welchen Wert hat das erste Glied
aop ?

(b) Das wievielte Glied hat den Wert 43, wenn die Folge 50 Glieder hat?

Losung zu Aufgabe 3.10.
(a) Wir benutzen die Summenformel fiir ungerade Zahlen, diese lautet:

n

sn=» (2k—1)=n".

k=1

Wir wissen, dass die Summe 897 betragen soll und die Folge mit 17 endet, demnach gilt

sy —ss=N?>—-8% = 897
N? = 961
N = 31

Dementsprechend hat die Folge 31 — 8 = 23 Folgeglieder. Das erste Folgenglied lautet also
ao=an1—(N—1)-d=17—((23—1)- (—2)) = 17+ 44 = 61.
(b) Wir wissen, dass aso—1 = 17. Nun ist das Glied mit den Wert 43 gesucht, dementsprechend muss gelten

aso-1-2 = 17— (=2) -z = 43
= 13.

Also azg = 43.



Aufgabe 3.11.
Es sei

(D) ()

Durch geeignetes Zusammenfassen der Briiche beweise man lim a, =
n—oo

Loésung zu Aufgabe 3.11.
Bei genauerem Hinsehen erkennen wir, dass wegen (n—k)(n—k+1)—2=(n—-k—-1)(n—k+2)

. ((n—Z)(n—l)—Q) ((n—l)n—Z) (n(n+1)—2) ((n+1)(n+2)—2) .
" (n—2)(n—1) (n—1)n n(n+1) (n+1)(n+2)

( (n—3)h > ((ﬁ#ﬁﬂﬂ/#ﬁ) (%ﬁ%/ﬁ/%#éﬁ) < h(n+3) >

=1 TREITE AT DI

Dabher kiirzen sich alle hinteren Faktoren systematisch weg und wir miissen uns nur die forderen Faktoren ankucken:
3.2-2\ (3:4-2) (4:5—2
( 32 )( 3.4 )( 45 )
LA\ (B8N (A6
"

Somit bleibt fiir n — co nur der Term % iibrig. Alternativ kénnen wir a, auch explizit als a, = "3—712 schreiben

und erhalten a, = %2 nzeo, 1
Aufgabe 3.12.
Berechnen Sie, mittels lim (1 + ﬁrr)bn-s-p =e® (a,b,7,p €R fest), die Grenzwerte lim a, , falls a, gleich ist:
n—o0 ey o0
(a) an = (1 + %) (b) an = (1 —(n— 2)71)n+5 (c) an = (1 _ nfl)—37 (1 B nil)_n (6 " n71000)—1

Loésung zu Aufgabe 3.12.
. 1\" _ 1
(a) lim (14 55)" =es

(b) lim (1—(n—2)"")""" = lim (1 - L)HS _

n—oo n—oo n—2

() lim 1-n"H)" " 1-n"H)"(6+n """ = Le!

n—00

n— oo n— oo n— oo
RN L2yt ==

Aufgabe 3.13.
Beim Durchgang durch eine Glasplatte verliert ein Lichtstrahl durch Reflexion an den Grenzflichen und durch
Inhomogenitéit des Materials 5% seiner Lichtstéirke L .

(a) Wir gro8 ist die Intensitit des Lichtstrahls nach 12 Platten?
(b) Nach wie viel Platten liegt die Intensitét des Lichtstrahls bei 25% 7

Losung zu Aufgabe 3.13.

(a) Nach dem Durchgang durch eine Platte betréigt die Lichtstirke des Lichtstrahls noch 95% . Dementsprechend
betriigt die Intensitét nach 12 Platten 0.95'2 ~ 0.5404 ~ 54% der urspriinglichen Lichtstéirke. Man kénnte
das Problem auch als eine rekursiv definierte oder geometrische Folge auffassen, dessen Glieder jeweils der noch
verbleibenden Lichtstédrke entsprechen. Dann wire

ap =1, an =095 an_1 oder an = 0.95" - ao.

Gesucht ware dann
a2 =0.95-a11 = ... = 0.95'2 . qg = 0.95'2.



(b) Um zu errechnen, nach wie vielen Platten die Intensitit nur noch bei 25% liegt, miissen wir die folgende
Gleichung Losung:

0.95 = 0.25
z = logyg50.25
log(0.25)
r = ——=
log(0.95)
r ~ 27.0268.

Aufgabe 3.14.
Man berechne jeweils den Grenzwert der folgenden Folgen, falls dieser existiert:

(@) an = V2n +4n (b) by = Y/ (=7)" + 8" (c) cn = V(4" +4»

Loésung zu Aufgabe 3.14.

(a) Es gilt
. 2” . 1\"
lim 2”—|—4”— lim 1+ —hm 4. (1 +( = =4
n— oo n— oo n— o0 2

lim y/(—=7)" + 8" < lim \/n~<1+<(7)n>): lim 8- § (1+<—Z>n):8.

(b) Es gilt

(c) Die Folge konvergiert nicht, sondern hat die beiden Hiufungspunkte 0 und 4, denn

lim
n— oo

V(=) = 0 fiir n ungerade
4 fiir n gerade

Aufgabe 3.15.
Man bestimme die Summe der

(a) ersten 200 natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest —1 lassen
(b) ersten 30 Potenzen der 3

Loésung zu Aufgabe 3.15.

200
(a) Wir miissen die Summe der Zahlen 2+5+4+8+11+...4+599 = > 3n—1 berechnen. Es gilt unter Benutzung
n=1
von > k= L";l)
k=1
200 200
200(201

> 3n—-1=3-)> n—-1-200=3- %—200_3 20100 — 200 = 60 100.
n=1 n=1

30
(b) Wir miissen die Summe der Zahlen 3 4 9 + 27 + ... + 3°° = 3" 3™ berechen. Es gilt unter Benutzung von

n=1

i - 1;1_17 (q7£1)

k=1

1 _ 331
23" = 3 1 ~3.088-10"
/ 1-3

Aufgabe 3.16.
Mit Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums zeige man die Konvergenz der Folge (an)n>1 mit

o sin(1) - sin(n) _ " sin(k)
2 2n = 2k




Losung zu Aufgabe 3.16.
Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium konvergiert eine Folge (an)nen genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein
no(e) € N existiert, sodass |an+p — an| < € fiir alle n > no(e) und p € N. Nun gilt

L osin(k)| . L fsink)| . YL 1 p omoee
ey —an] = | 55 B o S0 S L b s,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Also existiert auch ein ng(e) € N, sodass |anip — an| <€.

Aufgabe 3.17.
Es sei ap € R mit 0 < ap < 1. Die Folge (an) sei fiir n > 1 rekursiv durch

n = an-1(2 —an-1)

definiert. Man untersuche das Konvergenzverhalten dieser Folge und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert!

Loésung zu Aufgabe 3.17.
Es handelt sich um eine beschrénkte Folge, denn sei an, =1 —z mit = € (0,1) dann gilt

tni1 =an(2—a,) =1 —z)1+xz)=1-2°€(0,1).
Weiterhin ist die Folge monoton wachsend, denn es gilt

An41 = Qn (2 - an) 2 an .
———
>1

Somit handelt es sich bei der Folge (a») um eine konvergente Folge. Um den Grenzwert auszurechnen setzen wir
einfach in die Fixpunktgleichung ein und erhalten

g=92-9)=91=0, g2=1

da der Startwert ap in (0,1) lag und die Folge monoton wachsend war, ist lim a, = 1 der gesuchte Grenzwert.
n— o0

Aufgabe 3.18.
Essei (an) dierekursivdurch a1 =1 und ant1 = v/1 + an definierte Folge. Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert.
Den Grenzwert konnte man heuristisch als

\/1+\/1+\/1+m

schreiben. Berechnen Sie ihn!

Losung zu Aufgabe 3.18.
Wir zeigen zunidchst mit vollsténdiger Induktion, dass (a,) eine streng monoton wachsende Folge ist, d.h. dass fiir
alle n € N
An+1 > an

IA: n=1

an+1=a2:\/§>\/1=a1=an
IS: n—>n+1
IV: Es gelte ant1 > a, fir ein n > 1
IB: zu zeigen: an4+2 > an+1
Beweis der 1B:

I.V.
An42 = \/1 + Apt1 > \/1 +an = An+1

Als néchstes zeigen wir wieder mittels vollstdndiger Induktion, dass

an <2 VnéeN.

an, =a1=1<2 v



IS: n—>n+1

IV: Es gelte a, < 2
IB: zu zeigen: an41 < 2
Beweis der IB:

LV.
ant1=VIta, < Vi+2=V3<Vi=2
Wir wissen jetzt, dass (a,) streng monoton wachsend und beschriinkt ist, dass heifit sie ist konvergent. Somit existiert
ein a € R mit lim (an,) = a. Weiterhin sieht man sofort, dass a, > 0 und daher auch a > 0. Es folgt, dass
n— o0

lim (\/1+an) =+v14+a

n—o0
und wegen lim (ant+1) =a aus (an+1) = (Van + 1) auch
n— o0
a=+V1+a

oder

> —a—-1=0.
Als Losungen erhalten wir

1 1

ai2 = 5 + 5\/5

Da aber a > 0 folgt
1
a= 5(1 +V5).

Die Zahl a wird auch als der goldene Schnitt bezeichnet.

Aufgabe 3.19.
(a)  Sei 7 die positive Losung von o2 = 2 4+ 1 (goldener Schnitt). Beweisen Sie mittels

vollstédndiger Induktion, dass fiir die Potenzen von 7 die folgende Formel gilt:

=l 2 Vn € Nmit n > 2

I

gilt.
(b) Beweisen Sie weiterhin mittels vollstdndiger Induktion, dass

Tn:fn'T+fn—1, VnENm1tn22

gilt. Wobei die Folge f,, die Fibonacci-Folge ist, also fr+1 = fn 4+ fn—1,f1 = fo = 1.

Losung zu Aufgabe 3.19.

(a) IA: n=2
=741 v

gilt offenbar weil 7 Loésung von z? =z + 1 ist
IS n—>n+1

IV: Es gelte 7" =771 + 7772 fiir ein n > 2.
IB: zu zeigen: 7" = 7" 4 77!

Beweis der IB:

Ftl o I (Tn71 + Tn72) ="

(b) IA: n=2
P=fo-r+Hi=1+1 v
IS: n—>n+1
IV: Es gelte 7" = f,, -7+ frn—1 flrein n>2.
IB: zu zeigen: 7" = fo17 + fa
Beweis der IB:
s X (fn'7—+fn71) - T
= fn‘7—2+fn71‘7_
fo-(T+1)+ fnoa-7
== T(fn‘i’fnfl)‘i’fn
fn+1 'T+fn

10



Aufgabe 3.20.

Beweisen Sie, dass die rekursiv durch

1
(1n+1:1-~-(77 ar =1,

n

definierte Folge konvergiert. Beweisen Sie weiterhin, dass diese Folge gegen den goldenen Schnitt konvergiert.

Lésung zu Aufgabe 3.20.
Wir bilden die beiden Teilfolgen
(nk) :216, (mk) =2k — 1.
Dann gilt offenbar, dass {nx:k € N} U {my : k € N} = N. Jetzt sollte man erkennen, dass die Folge {an,},cy
monoton fallend ist und die Folge {am, },oy monoton wachsend ist. Dies kénnen wir mittels Induktion beweisen

IA: k=1
5 1
Qny — Qn, :a4,a2:§,2:,§<0
IS: k—k+1
IV: Es gelte an, < Gn;_, -
IB: zu zeigen: an,,, < an,
Beweis der 1B:
1 1
An, . ; = @ = 1+ =14
k+1 2k+2 A2kt1 n ﬁ
12& 14 1
14 2
a2k —2
1
= 1+
a2k—1
= Qa2
= Qny,
IA: k=1
3 1
Amy — Amy :ag—a1:§—1:§>0
IS: k—k+1
IV: Es gelte am, > am,_, -
IB: zu zeigen: am,; ., > am,
Beweis der 1B:
1 1
Umyy = @2k+1 = 1+ —=14——"7—
a2k a2k —1
1.V. 1
> 1+
14 2
agk—3
1
= 1
a2k —2
= a2kx—1
= Amy,

Weiterhin kénnen wir zeigen, dass die monoton fallende Teilfolge der geraden Folgeglieder von unten durch die
monoton wachsende Teilfolge der ungeraden Glieder begrenzt wird. Andersrum trifft dies natiirlich auch zu.

IA: k=1
an, =a2=2>1=a1 =am,

IS: k—k+1
IV: Es gelte an, > am,, -
IB: zu zeigen: an, ., > Gm,

11



Beweis der 1B:

a =agky2 = 1+ =1+
M4 1 + a2k41 + ﬁ

1.V. 1
Sl

+ a2p—1

1

a2k

= A2k+1
= OGmyy,

Der Satz iiber die monotone Konvergenz garantiert uns nun, dass beide Teilfolgen konvergieren. Demnach kénnen
wir die Fixpunktgleichung aufstellen und es folgt bei beiden Teilfolgen

a = 1+

2
a® = a
1

aiz =

Wobei die negative Losung natiirlich entféllt, da beide Teilfolgen echt grofier Eins waren. Somit erhalten wir a = M
als Losung. Da wir mittels unserer beiden Teilfolgen alle n € N beriicksichtigt haben und beide gegen den selben
Grenzwert konvergieren, folgt auch dass die gesamte Folge (a,) gegen a konvergiert. a ist aber genau der Goldene
Schnitt, womit wir alles gezeigt haben.

Aufgabe 3.21.
Es seien Folgen reeller Zahlen (an)nen und (bn)nen rekursiv durch a1 =a >0 und by =b >0 und

n bn
Ant1 = a ;r , bny1 = Vanbn,, n €eN.

Beweisen Sie, dass (an)neny und (bn)nen gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren. (Dieser gemeinsame
Grenzwert wird als arithmetisch-geometrisches Mittel bezeichnet.)

Hinweis: Beweisen Sie erst, dass an > bn , leiten Sie daraus dann die Monotonie/Beschranktheit beider Folgen her
und schliefflich bilden sie die Differenz und zeigen, dass diese gegen 0 konvergiert.

Losung zu Aufgabe 3.21.
Fiir alle n > 2 gilt

n— bn—
bn =V an—lbn—l S alf“ = Qn.
Dies kann man leicht einsehen, denn fiir =,y € R gilt

r+y
2

T —2/Ty+y
Vz—vy)®

N

v v

Es folgt, dass fiir alle n > 2

gy = Gntbn antan
n+1 — 2 >~ 2 — Un
und

bn+1 =V anbn Z \% bnbn - bn

(an) ist fiir n > 2 monoton fallend und durch 0 nach unten beschrinkt, folglich gegen ein o € R mit a > 0
konvergent. Wir setzen ., = a, — b, . Dann gilt fiir n > 2, dass a, > 0. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion
dass fiir n > 2

an < 2,1720‘2-
IA: n=2
. 1 1
an—ag—@ag—waz
IS: n—-n+1
IV: Es gelte a, < 5725

12



IB: ani1 < 522

Beweis der 1B:

- - b = - = — b < - = — b = - I’<'
« a Qa (0% a (0%
n+1 n+1 n+1 n 2 n n+1 n 2 n n 2 n on 1

Wegen 0 < an, < siizap fir n > 2, folgt lim (an) = 0. Wegen b, = an + an, gilt lim (an) = a und
n—o0

n—2
2 n—oo

lim (bn) = a4+ 0 = a. Im Ergebnis konvergieren also (an)nen und (bn)nen gegen den gleichen Grenzwert.
n— o0

Aufgabe 3.22.
Wir definieren rekursiv eine Folge durch z; =7 und

Ty (25 —2)> 2
- _ { 2P i 45 wenn T, 4z, +5 #0,
n+1 "

iy Wennx%f4xn+5:0.

Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass alle x, nichtnegativ sind.
Zeigen Sie, dass die Folge (zn)nen monoton ist.
Beweisen Sie mittels (b), dass die Folge (zn)nen konvergiert.

Berechnen Sie den Grenzwert limy,—s oo Tn -

Loésung zu Aufgabe 3.22.
Fiir alle x € R gilt
2 —dr+5=(x—2)°+1>1>0.

Darum tritt die Bedingung des zweiten Astes nie ein und es gilt fiir alle n € N, dass

-Tn(xn - 2)2 (‘Tn - 2)2
Tn+1 — — In .
2 — 4z, +5 (zn—2)2+1
Da stets (zn, —2)? >0 gilt ¥n € N
(zn —2)
0< ——— <1
S A ER T )
(a) Wir zeigen durch vollstindige Induktion, dass Vn € N gilt z, > 0.
IA: n=1
rz1=m>0 v
IS n—n+1

IV: Es gelte z,, >0
IB: zu zeigen: n4+1 >0
Beweis der 1B:
(gjn — 2)2 (*)
S o) PIEE RS

(b) Sei mn € N beliebig. Es folgt wegen (x)

g = M<x
n+l — n(In_2)2+1 n-

(c) Folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass (z,) monoton fallend und nach unten beschréinkt ist.

(d) Sei g € R der Grenzwert von (z,). Dann folgt aus bekannten Grenzwertsétzen

. . (20 — 2)° (g—2)°
:1 n :l n = In = s
9= Jim = Jim e = e Mo T =90 Sop
da (g—2)>+1#0. Wire g # 0, so wiire
- _(g-2
(9-22+1

bzw.
(9-2)"+1=(9-2)7
also 0 =1, Widerspruch. Also ist g =0 und insgesamt
lim x, = 0.
n— oo
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