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Wiederholung - Theorie: Reihen

N
(a) Zu jeder Folge {an}nZ; bezeichnet Sy := > ar die N -te Partialsumme der Folge {an}nZ; .
k=1

N oo
(b) Die Reihe einer zugehorigen Folge {a,}ne; ist die Folge {SN};)VO:l = { > ak} der N -ten Partialsum-
men. h=t N=t
(¢c) Eine Reihe heifit konvergent, wenn fiir die Folge {SJ\/}Z)\]O:1 der Partialsummen eine Zahl S € R mit

lim S, =S existiert.

n—oo
e}
Bezeichnung: S = ) an,.
n=1

ACHTUNG: Hiufig ist mit > a, auch die Reihe selbst gemeint, unabhiingig davon, ob sie konvergent ist
n=1
oder nicht.

(d) Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |an| konvergiert.

n=1 n=1

(e) Konvergenzkriterien fiir Reihen:

o0
e Cauchy’sches Konvergenzkriterium: Die Reihe ) a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
n=1

n
Zu jedem € > 0 existiert ein n. € N, so dass | > ak) < ¢ firalle n>m>nc.
k=m
[e @)
e Majorantenkriterium: Sei Z cn, eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle n € N. Weiter sei
n=1

{an}sZ; eine Folge mit |an| < ¢, fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe Y a, absolut.

n=1
e Leibnizkriterium: Sei {a,}n~; eine monoton fallende Folge nicht-negativer reeller Zahlen mit lim a, =
n— oo
0. Dann konvergiert die Reihe Y (—1)"an .
n=1

o0
Quotientenkriterium: Sei > a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle n > ng . Weiterhin gebe es eine reelle
n=1

Zahl 6 mit 0 < 6 <1, so dass

< @ fiir alle n > ng . Dann konvergiert die Reihe ) a, absolut.

n=1

Wurzelkriterium: Sei 0 < ¢ < 1 eine feste Zahl und Y a, eine Reihe mit 3{/|an| < ¢ fiir alle

n=1

An41
An,

oo
n > ng . Dann konvergiert die Reihe > a, absolut.
n=1

Bemerkungen:
a) Das Quotienten- und Wurzelkriterium sind Anwendungen des Majorantenkriteriums.
b) Das CaucHY’sche Konvergenzkriterium ist auflerdem eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz
einer Reihe.

o0
c) Eine weitere notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe Y a, ist lim a, = 0, diese
n—1 n—oo

Bedingung ist aber nicht hinreichend (Beispiel: % ist bestimmt divergent gegen oo ).
n=1

Zusatzaufgaben mit Losungen

Aufgabe 4.1.
Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:
oy o~ a” /a2 2 ()
(@) Y e ) > % (@) YoV @ >
n=1 n=1 : n=0 n=1



Losung zu Aufgabe 4.1.

(a) Die Reihe ) en% divergiert, denn die notwendige Voraussetzung, dass en% eine Nullfolge ist, ist nicht erfiillt.

n=1

(b) Die Reihe > ?TT (a € R) konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), denn es gilt

n=1

an+1
(n+1)!

S RS NP
C(n+Dla® n+1 ’

a'”/
n!

(c) Die Reihe S e~ V™*! konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), denn es gilt

n=0
2
’ 1/ (n+1) +1‘

:e\/n2+1ﬂ/(n+1)2+1 n— oo 671 <1
‘e—\/n2+1

Dabei sieht man die letzte Konvergenz wie folgt

(VR2+1—y/(n+ 12+ 1)(Vn2+1+/(n+1)2+1)
VRZ+1+/(n+1)2+1
—2n —1
VnZ+ 1+ /(n+1)2+1

n n—oo

Vn2+1—y/(n+1)2+1 =

()™
n 2

n

(d) Die Reihe Y konvergiert nach dem Wurzelkriterium (absolut), denn es gilt
n=1

)t nl n-(n-1)-(n-2)-..-1 <l n—oo
nn?  nn n-n-m-..-n — n?

0<1.

Aufgabe 4.2.
Man berechne folgende Reihensummen!

@ > (G o) ®) s (1 5y

n=0

Loésung zu Aufgabe 4.2.

o0
(a) Wir benutzen, dass > ¢" = —— fiir |q| < 1.

(%) - 2 G) 0
A
2 e
- §+e—1

(b) Wir benutzen unsere Ergebnisse aus der ersten Ubungsstunde, dort hatten wir bewiesen, dass wenn

= (1-3) (=) ()



dann lim a, = % . Nun ist
n— oo

Aufgabe 4.3.
Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

OB BT Yl D3 = B OE

n=0

Loésung zu Aufgabe 4.3.

oo n
(a) Die Reihe ) (n_zlﬁg konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es gilt

n=»

3

cm»—-

— | (=1)
T;O n2+3

oo o o] 1
:ZOnQ an

(b) Die Reihe > (—1)"”2%_’;'*'2 konvergiert nicht, da das notwendige Kriterium, dass (—1)""2%};*‘2 eine Null-

n=0
folge sein muss nicht erfiillt ist.

(c) Die Reihe Z (1) konverglert nach dem Leibniz-Kriterium, denn

Tog(n ist eine monoton fallende Nullfolge

1
log(n)

(aufgrund der Monotonle des Logarithmus’). Jedoch konvergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium nicht

absolut, da
3 iogi| = 255 -

n

SM—‘

(d) Die Reihe ) COS(") konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es gilt
n=1

Aufgabe 4.4.
Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

> n
) Do
n=1

n

OBk OB B N D N D SE

= . — 1 . o2 n=0 mod 2,
Zl "(1—a"™), mit a € (0,1) (g)Zlanwobelan.—{ 4n n=1 mod?2.



Loésung zu Aufgabe 4.4.

(a)

()

(f)

Es gilt %2‘ < 2no— 2 , und die Reihe 2 E ~ konvergiert (denn man kann zeigen, dass die zugehérige

n3

Folge der Partialsummen monoton wachsend 1st und nach oben beschrinkt bleibt), also konvergiert nach dem

Majorantenkriterium auch E =
n=1 "

Bemerke: Mit dem Quotientenkriterium wére man wegen

—2

n+1

Trrz . ntHnt—2n—-2 e 1
= n*+3n3+3n%2—n
zu keiner Aussage gelangt.
_n+t2
Es gilt 24 = (:: 12>2 7% 0 < 1 fiir n — oo, also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

Es gilt cos(nm) = (—1)", also ist Z COS(””) eine alternierende Reihe, und da monoton gegen Null

_1
5n+1
konvergiert, liefert das LEIBN1Z- Krlterlum dle Konvergenz.

Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium: \/15 ist eine Nullfolge, denn

1
lim — =0
”1—1;1010\/%

und sie ist monoton fallend, denn
1
1

Vn
SR

3
+

B

ﬁ

Die Reihe divergiert, denn es gilt

lim /n=1.
n— o0

(=n"

Somit ist N keine Nullfolge, was fiir die Konvergenz notwendig ist.

Die Reihe divergiert, denn es gilt

lim a" = 0.
n— oo

Somit ist (—1)"(1 — a™) keine Nullfolge, was fiir die Konvergenz notwendig ist.

) Es gilt ¢/ ﬁ < % , somit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

Aufgabe 4.5.
Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:
—, kK = o k > k3 SR > 1
@YU E WX ©@Xx @YY O e

Lésung zu Aufgabe 4.5.

(a)

(b)

Bei ar = handelt es sich wegen

k H 0
lim = lim kl =—=0

k2+1

und wegen
k+1
ak+1:(k+$2+1:(k+1)(k2+1):k3+k2+k+1 k3+k2+k+1:
ag %M E((k+1)24+1) k3 + 2k2 + 2k B+k2+k+1

um eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium ist die Reihe 3 (=1)* kzLH konvergent.
k=1

Die Reihe 3% (1)~ divergiert, da

lim (—1)"

k—oo

Tk — 4750

und somit das notwendige Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe verletzt ist.



(c) Die Reihe > 72, ’;—k konvergiert nach dem Quotienten- und nach dem Wurzelkriterium absolut, denn es gilt

3
, ki1 e K+ 3k2+3k+1Y 1
lim sup | ——| = lim sup 3 slimsup (| —————— )| = 5 <1
k— o0 ak k— o0 oF 2 k— oo k 2

bzw.

hmsup Vak| = hm = Vk32F = (llm W)P) 1

— .3:7
im —21 <1

(d) Die Reihe Y 32, k3~k konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

limsup &/|ax| = lim iz (hm i) (1im {‘/E) =0-1=0<1.
k— o0 k—o0 Sk

k— oo 3k k—oo

(e) Die Reihe > 77, W divergiert nach dem Minorantenkriterium, denn es gilt

o0 oo o0
Z n:£+1 Z : =
k+ (—=1)k+1 - n_

Aufgabe 4.6.

Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

x\”

w‘w
—~
o
N
()¢
VRS
ol
~
ol
N

k+1

Loésung zu Aufgabe 4.6.
(a) Die Reihe ) L

- konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt
k=1

(n+1)4 4 n
An+1 3n+1 ('I’L + 1) 3 1 n+ 1 n—oo 1
= = = —_—= = — — < 1.
Gn 5 3ntl nt 3 n 3

(b) Die Reihe 3 2

- konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt
n=1

+1)!
an | 2 (n+D)monl o (n41)r Q4L T2 T

Wobei die letzte Gleicheit unmittelbar aus der Bernoulli-Ungleichung folgt, denn es gilt

(1+l) 141,20
n n

k2
(c) Die Reihe 377, (1%1) konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

n e n " 1 1
YNan| = T — — < - <1
lan] (n—!—l) (n+1) 1+~ 2

Aufgabe 4.7.

Untersuchen Sie mit Hilfe der Thnen bekannten Konvergenzkriterien die folgenden Reihen auf Konvergenz

@1((;}3! » 3 L ()ZL @S g 3 E e

n=0

n

n=1 n=1



Lésung zu Aufgabe 4.7.
ist (absolut) konvergent nach dem Quotienten-Kriterium mit ¢ = % , denn

= (n)
(a) & (2n)!
(n+1)!
(2n+2)! n -+ 1 1 ..
= < =<1 firall N.
((;!;' 2n+1)(2n+1) — 2 < uraflen €
) > (7711!)" . Die (sogar absolute) Konvergenz dieser Reihe kann gezeigt werden mittels
lim 4 = 0.

n=0
Variante 1: Anwendung des LEIBNIZ-Kriteriums wegen

Variante 2: Anwendung des Quotientenkriteriums mit g = % , denn

(—pyn+1 ) )
Gni1 D! | 1 "
. (_1,)n = < 2 <1 firalle n>1.
Wegen cos(2nm) = (1) und erhalten wir gerade die harmonische Reihe und diese divergiert
"Tﬂﬁé<l (denn es gilt ”T“S%§2 fiir alle

o cos(2nm)
(€) > =~
472(n+1)(n+1)

bekanntermaflen.
An+1
an 4—2np

n=1

(d) ioz 47Mp . Wegen - = ‘

7: :EIN) ist hier das Quotientenkriterium anwendbar, womit die Reihe (sogar absolut) konvergiert.
nt1) , da bereits das notwendige Kriterium, dass nh_)nolo (

1
16
—1)"(n+1)
2n

(

n

(e) Offensichtlich divergiert die Reihe 21 (71);

eine Nullfolge sein muss, verletzt ist.

Aufgabe 4.8.
Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz
@ > Cpyp=r CDIRED W
n n2(n —1)2 n n!
n=1 n=2 n=1 n=11
oS a (1)
n=1 2

Losung zu Aufgabe 4.8.
(a) Hierbei handelt es sich um ein Vielfaches der Harmonischen Reihe, also divergent.

> 108 =1 =1

oo

2n+1

(b) Hierbei handelt es sich um eine (absolut) konvergent Reihe, da wir eine konvergente Majorante finden kénnen.
2

n=1

T =
;nZ(n—l)2 <10 Zn < oo
(c) Hierbei stimmt die Reihe ab dem elften Glied mit der Reihenentwicklung von exp(1) iiberein, also ist die Reihe
(absolut) konvergent.
10 1 oS} 1
ng z a:clJrexp(l)fcz < 0.
konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), da

(d) Die Reihe 3% 37"
Ant1 37(n+1)2 § 1
5

an

= P



(e) Die Reihe >°° n-(3)" konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), da

An+1 _ (’fl + 1) (%)n+l _ 1 n + 1 n—o00 1
= T\ = —- - <1
an n- (5) 2 n 2

(f) Die Reihe >32° n!- ()" divergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), da

+1
an W) 2 oo

=

Aufgabe 4.9.
Man untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz!
oo o0 1 oo
- ) ~0" (Vr2+1-n)
);( )nz;;( ) s (C)nz;;( )" (VnP+1l-n

Loésung zu Aufgabe 4.9.

(a) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium, da a, = T1+3 eine monoton fallende Nullfolge ist. Jedoch
konvergiert die Reihe nicht absolut, da wir sie wie folgt mit der harmonischen Reihe abschétzen kénnen.

oo 1 oo

(b) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium, da a, =
Weiterhin konvergiert sie auch absolut, da

Pt

= Q.

S|

m eine monoton fallende Nullfolge ist.

oo

- 1
n2+4n+5‘ Z +4n+5 Zﬁ<oo

(c) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium, da an, = vn?+1—n = ﬁ eine monoton fallende

Nullfolge ist. Jedoch konvergiert sie nicht absolut, da wir sie wie folgt mit der harmonischen Reihe abschétzen

konnen.
2 v (Vs 1*”)”ZW+”>%Z%:”

n=0 n=1

Aufgabe 4.10.
Man berechne die folgenden Reihensummen:

(@) Z( )W Z roieL @ in(é) (@ ilog(l—;)

Losung zu Aufgabe 4.10.
(a)

(D" 1 L _3_10_ 67
Z( g T 1—(—)+1—i_4+9_36

n=0
(b) Zuerst erhalten wir mittels Partialbruchzerlegung, dass

2n+1 1 1
nn+1) n n+1"




Damit folgt

S = T R
= )T
= 1Y ()T DY) S
= 1 -

(c) Wir benutzen, dass

Somit gilt
[es} 1 n loo 1 n—1 1 1 19 3
nZ_ln-(g) *gZ"'(ﬁ) 3‘(0_;)2)3‘44'

(d) Wir benutzen unsere Ergebnisse aus der ersten Aufgabenserie, dort hatten wir bewiesen, dass wenn

1 1 1
dann lim a, = % . Nun ist

n—o0
Zlog(l—%) = log<1—1)+log(1—1>+...+log<l—%>+...
= n 4 9 n

Aufgabe 4.11.
Bestimmen Sie mittels geometrischer Reihe und Exponentialreihe die folgenden Grenzwerte

oo

L > 7+5* > YRo3k 15+ 9(=T7)" = (V3)"
93t XN @Y Gy @S @ DGR

k=0 ’ =0 k=0 n=1

Losung zu Aufgabe 4.11.
(a)

(b)

k! k!
k=0 k=0
(c)
_ _ = o _ = —8 -
; kzzo(wrl)' 8 kZ:O A AR d
(d)
215+ 9(=7)" =1 = /=7\* 1 9 33 11
270 - — =) =1 =22 = =22
Z 11k 5211k+92 1 51,L+1+l 2+2
k=0 k=0 k=0 11 11



2 an—1

n=1 n=1

— (V3)" — (vV3)" ! — (V3\"_ V3 2v3
Z(nl :\/gz():\/g2)<2) = =

Aufgabe 4.12.

Berechnen Sie den Wert der folgenden Reihen unter Verwendung der Reihenentwicklung der geometrischen und der
Exponentialreihe!

n

7 = = 3 = (=1)"+3
(a) 2:‘64%! ®) > (n—1)! (© ;Qn-l @) Z%

n=1

wl3

Loésung zu Aufgabe 4.12.

(a) = 2 % =exp (3) ~2,1933
n=0 n=0
(b) . (nQ_nw = Z:o 2777: =2-exp(2) = 14,7781
o0 n o0 n—1 0o n
32 _ 33 3 = V3 V3_ _ 2V3
(C) ngl =t 32 TL;I -t ﬁngo (7) - 17§ - 2—+/3
@ S ot (5SS @) =t (it ) =
n=0 n=0 n=0 ( 2) 2



