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Wiederholung - Theorie: Allgemeines zu Funktionen

e Eine Funktion f heifit stetig im Punkt a, wenn lim,—q f(z) = f(a) gilt, und stetig auf der Teilmenge
D C R, wenn sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

e Aquivalent zur Stetigkeit von f im Punkt a ist, dass es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, fiir das aus |z—a| < §
die Ungleichung |f(z) — f(a)| < € folgt.

e Wihrend in der vorigen Definition & sowohl von € als auch von a abhingen darf, verlangt man fiir die
gleichméfBige Stetigkeit von f auf D die Unabhéngigkeit des Wertes § vom Punkt a: Eine Funktion f heifit
gleichméBig stetig auf D C R, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, fiir das aus |z —y| < § die Ungleichung
|f(z) — f(y)| < e folgt (gleichgiiltig, wo z,y € D liegen).

e Zwischenwertsatz: Ist f:[a,b] — R stetig und liegt y zwischen f(a) und f(b), dann gibt es ein x € [a, b]
mit f(z)=y.

e Satz vom Maximum und Minimum: Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig, dann ist f auch beschrinkt
und nimmt sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an.

e Ist f:[a,b] = R stetig, dann ist f auf [a,b] auch gleichmiBig stetig.

e Wir sprechen von einer Unstetigkeitsstelle a, falls der rechts- und linksseitige Grenzwert an der Stelle a
nicht iibereinstimmen oder einer von beiden nicht existiert.

e Eine hebbare Unstetigkeitsstelle liegt vor, wenn die beiden Grenzwert zwar existieren und identisch sind,
aber nicht mit dem Funktionswert iibereinstimmt.

e Eine Sprungstelle liegt vor, wenn die beiden Grenzwerte zwar existieren, aber nicht identisch sind.
e Eine Polstelle liegt vor, falls einer der beiden Grenzwerte foo ist.

e Allgemein spricht man auch von unbestimmten Unstetigkeitsstellen, wenn mindestens einer der beiden
Grenzwerte nicht existiert.

Wiederholung - Theorie Differenzierbarkeit

e Eine Funktion f: D — R (D C R) heifit im Punkt a € D differenzierbar, falls der Grenzwert
fla) — f(z)

z—a;c€D\{z} a—x

f'(a) =

existiert, d.h. der Limes des Differenzenquotienten. Der Grenzwert f’(a) heifit die Ableitung von f im Punkt
a.

Man kann die Ableitung dquivalenterweise auch durch

definieren.
e Eine Funktion f: D — R (D CR) heiit in D differenzierbar, falls f in jedem x € D differenzierbar ist.

e Ob die auf D C R definierte Funktion f Werte in R oder C hat, macht beim Ableiten keinen Unterschied:
Ist f: D — C und f(x) =u(z)+iv(z) eine Zerelgung in Realteil u: D — R und Imaginérteil v: D — R,
dann ist f'(z) = u'(z) + v (x) .

e Ist dariiberhinaus die Ableitung f’:z + f’(z) eine stetige Funktion, so nennt man f stetig differenzierbar.

e Eine Funktion f heifit k-mal (stetig) differenzierbar, wenn f’ existiert und (k—1)-mal (stetig) differenzierbar
ist.

e Fiir differenzierbare Funktionen f,g gelten vielfiltige Rechenregeln, unter anderem die Linearitéit (af+bg)’ =
af' +bg (fiir a,b € R), die Produktregel (fg)' = f'g + fg’', die Quotientenregel (5)/ = gf/g%g,f (dort, wo
g # 0) und die Kettenregel (go f) (z) = ¢'(f(x)) - f'(z) (bei f(x) im Definitionsbereich von g ).

. Ist1 f differenzierbar in = mit f/(z) # 0 und hat f nahe z die Umkehrfunktion f~!, dann gilt (f_l)/ (f(z)) =
7@




Zusatzaufgaben mit Losungen

Aufgabe 6.1.
l—axr firz<l1 .
stetig 7

Fiir welche a € R ist die Funktion f(z):= 5
a—x firx > 1

Losung zu Aufgabe 6.1.

s 1 2
Es gilt il\mlf(m)—il\‘mla x

=a—1 und lim f(z) = lim 1 — ax = 1 — a. Die zusammengesetzte Funktion f ist
z 1 z 1

daher genau dann stetig, wenn a — 1 =1 — a gilt, d.h. wenn 2¢ = 2 und somit a =1 ist.

Aufgabe 6.2.
Gegeben sei die Funktion
”’”;,7__2; fir x € R\{-3,3}
flx)=1 a fir z=3
b fir z=-3.

Kann man die Zahlen a und b so bestimmen, dass f(x) auf R stetig ist?

Loésung zu Aufgabe 6.2.

Zwar gilt
z°—27  (z—3)(z° +3z+9)
22-9  (z+3)(z—3)
und daher ist lin% f2:297 = 27 jedoch existiert der Grenzwert bei @ = —3 nicht (Polstelle). Deshalb kann man die
T—

Funktion nicht stetig auf ganz R fortsetzen.

Aufgabe 6.3.
Bestimme die Konstanten a,b € R, bei denen die Funktion

az +bx? falls z > 1 oder z < —2
f(z) =
|| falls —2<z <1

stetig wird.

Loésung zu Aufgabe 6.3.
Nur die Punkte =1 und x = —2 sind interessant, da die Funktion nahe aller anderen Punkte ein Polynom bzw.
die Betragsfunktion ist, und diese Funktionen stetig sind.

Um Stetigkeit auch in den Punkten z =1 und x = —2 zu erreichen, muss

a-1+b-1> =1

und

a (-2 +b- (-2 =|-2|=2
gelten. Die Gleichungen a +b =1 und —2a + 4b =2 werden aber gerade von a = % und b= % gelost.
Aufgabe 6.4.

Bestimmen Sie a,b € R so, dass die folgenden Funktionen stetig werden.

22 +bx+ec, firez<—2,z>3
flx) = }
|z, tir € [-2, 3]

(z) = 224+ br+e firz<—5,z>8
P = e, fiir z € [—5, §]



Loésung zu Aufgabe 6.4.

(a) Wir erhalten die beiden Gleichungen 4 —2b+4c¢ =2 und 9+3b+c = 3. Daraus ergibt sich die Lésung ¢ = —%

und b= —% .
(b) Wir erhalten die beiden Gleichungen 25 —5b+c¢ = 5 und 64 + 8b + ¢ = 8. Daraus ergibt sich die Lisung
c=—20 ypd p=-36
13 13
Aufgabe 6.5.
Wie miissen die Konstanten A und B gewéhlt werden, damit die folgende Funktion tiberall stetig wird?
—2sin(x) falls 2 < -3
f(z) = q Asin(z) + B falls |z| < 5 .
cos(x) falls > %

Loésung zu Aufgabe 6.5.
Damit die Funktion f stetig wird, miissen die jeweiligen linken und rechten Grenzwerte mit den Funktionswerten an

den entsprechenden Stellen iibereinstimmen. Da f auf den Intervallen (foo7 fg) , (fg, g) , (g, oo) als Komposition
stetiger Funktionen selber wieder stetig ist, geniigt es die jeweiligen Intervallschnittstellen zu betrachten.

lim ) =2, lim r)=—-A+B, lim f(zx)=A+ B, lim f(x)=0.
Jim_ f(z) Jm_7(@) Jim /(@) lim f(2)

Somit sind die beiden Gleichungen —A + B =2 und A+ B = 0 zu lésen. Die Losungen lauten dementsprechend
A=—-1 und B=1.

{kufgabe 6.6.
Uberpriifen Sie mittels der Definition, ob die folgenden Funktionen auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar sind:

(a) f(z) =a” (b) g(z) =1/ (c) s(z) = ||

Loésung zu Aufgabe 6.6.

(a) Es gilt
— 2_ 0.2 2
fim f@ AR = f@) @A) et 2eh BT
h—0 h h—0 h h—0 h
also ist f differenzierbar in jedem Punkt z € R mit Ableitung f'(z) = 2z.
(b) Es gilt
1 1 z—(xz+h)
g(m—l—h)—g(w) 1 z+h = . (z+h)x . -1 77i
}11—>0 h - }1111»% h N }{lg%) ho ilzl—>mo (x+h)x a2

also ist g differenzierbar in jedem Punkt z # 0 mit Ableitung ¢'(z) = —z% .

(c) Da s mit = oder —z in der Nihe jedes Punktes = # 0 {iibereinstimmt, ist s in jedem Punkt x # 0

differenzierbar. Jedoch ist s nicht im Punkt 0 differenzierbar, da }lbirr%) W%O nicht existiert, denn ‘—Zl =+1,
—
je nachdem ob h positiv oder negativ war.
Aufgabe 6.7.
Bestimme die Ableitung und den Definitionsbereich der folgenden Funktionen:
(a) a” bei gegebenem a > 0 (b) 2* sinh(x) (c) tan(z) (d) exp(tan(z)) cos®(z)

Loésung zu Aufgabe 6.7.

(a) a® = e*™@ und daher (a®) = e®™@ In(a) = In(a)a® . Der Definitionsbereich ist ganz R.



(b) Zunéchst gilt sinh(z) = 3(e® —e™*) und daher sinh’(z) = 1(e”+e™*) = cosh(z) . Aus der Produktregel folgt
damit ,
(as2 sinh(z)) = 2z sinh(z) + z* cosh(z)
Der Definitionsbereich ist ganz R.

()

tan’ (z) = (i:;((i))) _ cos(z) cos(a:)co—sjézgx)(— sin(z)) _ Cosi(x) — 1+ tan’(2)
und der Definitionsbereich ist R\ {n7 + 7/2|n € Z} .
(d)
(exp(tan(z)) cos® (x))l = exp(tan(z)) cosim cos®(z) — exp(tan(z))2 cos(z) sin(x)

= exp(tan(z)) (1 — 2 cos(z) sin(x))

und der Definitionsbereich ist R\ {n7 4+ 7/2|n € Z} .

Aufgabe 6.8.
(a) Berechnen Sie die Ableitung von y = f(z) = z® mit Hilfe des Differentialquotienten.
(b) Die an den Graphen der Funktion f(x) = % (x # 0) im Punkt P(x0,y0) gelegte Tangente bildet mit den

x

Koordinatenachsen ein Dreieck. Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt des Dreiecks unabhéngig von der Wahl des
Punktes P ist.

(¢) Vom Punkt P(zo,y0) eines Graphen der Funktion f(z)= e® wird das Lot auf die Abzissenachse gefillt; der
Fufipunkt sei L. Die Tangente an den Graphen von f im Punkt P schneide die Abszissenachse in T'. Zeigen
Sie, dass TL =1 fiir jeden Punkt P gilt.

Loésung zu Aufgabe 6.8.
(a) Es gilt
_ 2 2
hmw: hmw: lim 2z + h = 2z
h—0 h h—0 h h—0

(b) Der Anstieg der Tangente im Punkt zo ist durch die Auswertung der 1. Ableitung der Funktion f(z) = %

an der Stelle x = xp gegeben. Da die erste Ableitung offenbar durch f'(z) = —I% gegeben ist, erhalten wir
als Anstieg m = fz% . Jetzt miissen wir noch den Rest der Tagentengleichung ¢(z) = ma + n bestimmen,

0
also n . Wir kennen jedoch den Funktionswert der Tangente an der Stelle x = xo . Das heifit wir erhalten die

Gleichung — X+ +n = L | woraus wir n = 2 erhalten.
xo zo o

Der Schnittpunkt der Tangente mit der Ordinate ist durch #(0) = % gegeben. Der mit der Abzisse durch
2x¢ . Demzufolge lautet der Flicheninhalt des Dreiecks A = % -xo = 2, ist also unabhéngig von der Wahl des
Punktes P.

(¢) Wir suchen wieder die Tangentengleichung im Punkt z = zo. Der Anstieg m ist offenbar durch m = e°
gegeben. Um n zu erhalten losen wir die Gleichung ez +n = €*® und erhalten n = e (1 — zo) . Somit
lautet die Tangentengleichung

t(z) = ez + ™ (1 — x0).

Um den Schnittpunkt mit der Abzisse zu bekommen setzen wir die Gleichung gleich Null und erhalten als
Schnittpunkt z = 29 —1. Somit hat L die Koordinaten L = (x0;0) und T die Koordinaten T = (xzo —1;0),
woraus unmittelbar die Behauptung folgt.

Aufgabe 6.9.

Sei f(x) z? - sin (i) falls x # 0
1 ) = .
0 falls x =0

(a) Ist f(z) in « =0 differenzierbar?
(b) Ist f(z) in & =0 stetig?

Lésung zu Aufgabe 6.9.



(a) f istin mo = 0 differenzierbar, denn der Differentialquotient an der Stelle zo = 0 existiert. Um dies zu zeigen
benutzen wir, dass

1
lim |z sin <7>‘ <lmx=0
x—0 X x—0

und daher ) L
_ h2gin (X
lim J(zo +h) = J(x0) = lim Loty (h) = lim A sin 1 =0.
h—0 h h—0 h h—0 h
(b) Jedoch ist f’(z) an der Stelle xo = 0 nicht stetig. In Aufgabenteil (a) haben wir bereits berechnet, dass wenn
f in zo = 0 stetige wiire, dann muss die Ableitung dort den Wert f’(0) = 0 haben. Die Ableitung von f in

R/ {0} ist durch
F(x) = 2zsin (%) ~ cos (%)

gegeben. Damit diese stetig ist, muss per Definition gelten, dass lin% f'(z) = f(0) = 0. Jedoch ist dies nicht
—

lim {stin (l) — cos (l)} =0 — lim cos (l)
z—0 €T xT z—0 T

existiert nicht, da cos (1) fiir  — 0 oszilliert.

korrekt, denn der Grenzwert

Aufgabe 6.10.
Uberpriifen Sie mittels der Definition, ob die folgenden Funktionen auf ihren Definitionsbereich differenzierbar sind.

@ fi() =" (b) folw) = = () fofw) = Va (@) filw) =

sin(z)

Loésung zu Aufgabe 6.10.

a s gilt
Es gil
. (z+h)P—2* 32h+3zh*+ R,
lim = lim = 3z°,
h—0 h h—0 h

daher ist fi(z) = 2° auf dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar.
(b) Es gilt

liml 1 1 _ liml 2? — 2% — 2zch — h?
=0 h \ (z+h)? 22 50 h \ x4+ 2ha3 4 h2z2
lim 22—k
h—0 % + 2hx3 + h2x?

2
-5

daher ist fa(z) = &5 auf R/{0} differenzierbar.

(c) Es gilt

h—0 h o0z +h4 vz 2VT]
daher ist f3(x) = /z auf (0,00) differenzierbar.

(d) Es gilt unter Benutzung von sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sowie L’HOSPITAL

. fg(x + h) — f3 (l‘) - . 1 1 1
}lg% h n }LL)ITIOE (sin(a:+h) B sinx)

i sin(z) — sin(z) cos(h) — sin(h) cos(x)
h—0 hsin(zx) (sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h))

_ cos(x)

N sin?(z)
denn limp_o Sizh =1, da sin im Punkt O die Ableitung cos(0) = 1 besitzt, und limp_o % =0, da
Cosinus im Punkt 0 die Ableitung —sin(0) =0 besitzt.
Also ist fa(z) in jedem Punkt z € R\ nZ differenzierbar mit Ableitung f3(z) = — sciis?(&)) .



Aufgabe 6.11.
Man berechne die Ableitungen der Funktionen:

(a) 1 T

—_— c) @) arcsin 1 e) z2 cosh(z
(a + bx?)3 (b) (c) (d) <x> (e) h(z)

sin(z) — x cos(z)

Loésung zu Aufgabe 6.11.

(a)
d 1 —6bx
dx ((a + bz2)3) - (a + bx?)*
(b)
d ( x ) _ (sin(z) — z cos(z)) — z(cos(x) — cos(x) + = sin(z)) _ sin(z)(1 — 2?) — z cos(x)
dz \ sin(z) — z cos(x) (sin(z) 4+ z cos(x))? (sin(z) + z cos(x))?
(c)
% (eSi“(I>) = i@ cos(z)
0 d 1\ 1 -1 1
%(arcsm<;>) = o e
(e)

d%lg (as2 cosh(z)) = 2z cosh(x) + «* sinh(z)

Aufgabe 6.12.
Bestimmen Sie mittels Rechenregeln zum Differenzieren jeweils die erste Ableitung der folgenden Funktionen

(@) fi(z) = n(V/T+ 22) (b) Jal) = exp (‘r | m>

(©) fo(@) = (&® +2)Va+1 (@) fal@) = sin(cos(x)) - (2" + 4z +1)
o) folx) = YT +1In@)

(€) f5(®) = 0 Taz T sin(a))

Loésung zu Aufgabe 6.12.

(a)
% (i (Vi+22)) = \/111:2 ' 2\/11-1-202 2=
(b)
(o)) oo (o) (VT i )
(c) . )
p (® +2)(Va + 1)) =22vVz + 1+ (2 +2) - TS
(d) g
7 (sin(cos(@)) (@” + 4z + 1)) = cos(cos(x)) - (= sin()) - (” + 4@ + 1) + sin(cos(z)) - (22 + 4)
(e)
di ( Vit ad + In() )
= \exp(4z + sin(z))
<2 \;T - %) exp(4z + sin(z)) + (VI + 3 + In(x)) exp(4z + sin(z)) (4 + cos(z))

exp(8x + 2sin(z))



Aufgabe 6.13.
Berechnen Sie fiir a >0 und z > 0 die folgenden Ableitungen:

@ pa B e (@ e @ g (@) e @) )
Loésung zu Aufgabe 6.13.
(a)
%az = % exp(In(a®)) = % exp(z1n(a)) = In(a) exp(z In(a)) = In(a)a”®
(b)
L6) - o)
= 2 (exp (@ )
= 2 (exp fexp (in(a)) In(2))
= 2 (exp fexp (aln(a)) In(2)
— exp(exp aha(o)) ) (explatnfe) - & - In(e) + L))
= 2. (xa . % -In(z) + %a)
(c)
L6 = e
= 4 o ()
= & (exp (exp (n(a®)) In2)
= 2 (exp (exp (2 1n(a) In(a)))
= exp (exp (zIn(a (exp zIn(a)) ) - In(x) + M)
= m(“‘”.( * . In(a) - In(x )+%)
@ d d d
e " = . exp(In(z”)) = T exp(zIn(z)) = (In(x) + 1) exp(zIn(z)) = (In(z) + 1)z”
(e)

(exp (ln(m($z>)>)

(exp (¢” In()))
(exp (exp (In(z")) In()))

(exp (exp (z In(z)) In(x)))

SIEESESSEE

= exp (exp (zln(z)) In(z)) - (exp(xln(:r)) -(In(z) + 1) - In(z) + M)

xac

= =) (ﬂ (In(z) + 1) - In(z) + 7)

xT

(f) Dasselbe wie bei (e), da z(*") = (%) .



Aufgabe 6.14.
Man ermittle die Ableitungen der folgenden Funktionen:

@ 1) =+ T ) )= (£ 5%)
() £(@) = 0" 4 tan (a") (@) fla) =
Lésung zu Aufgabe 6.14.
(a)
d xn mnfl wn72 1 2 3 5 n-3
%<?+ n—1+3n—2> = 2" '+ vVn—1-2"4+ {/(n—-2)2
(b)
d 2+ 72\’ _ . x® 4 Tz 8.(2m+7)(1’74)7(3:2+71:)-4
dw(((w—4>4>> - (@_4)4) @2y
(c)

% (atan(z) + tan (az)) = % (exp (ln (atan<z>>)) + (14 tan® (a)) - <di (exp(ln(az))))
= % (exp(tan(z) In(a))) + (1 + tan’(a”)) - (% (exp(z ln(a))))
= exp(tan(z)In(a)) (In(a) (1 + tan®(z))) + (1 + tan®(a”)) - (exp(z In(a)) In(a))

atn ) (In(a) (1 + tan®(z))) + (1 + tan®(a”)) (a” In(a))
(d)
% (xsm(z)) = % (exp(ln(msm(gc))))
= 2 (exp(sin(z) In(x))

sin(x)

= exp(sin(z) In(z)) - (cos(z) In(z) +

_ ) <cos(az) In(z) + #)

)

T

Aufgabe 6.15.
Aus der Beziechung 1 +z 422+ ...+ 2" = Tn:_l
her. (Hinweis: Differenzieren!)

1

1_1 leite man eine Formel fiir die Summe 1+ 2z + 322 + ... + na™~

Losung zu Aufgabe 6.15.

Es gilt
d d [& d (1—z"t

142 24 o 21 442" = — L I

+2x+ 32"+ ...+ nx dx( +x+x° + +x) e <kZ:01: e 1=
_ —(r4Da" - (1-z) - (1-2")(=1)
B (1—=)?
(@t =2 (n+ 1) +1— ™!
B (1—z)?
_ na™tt —npa" — 2" 4+ 1
B (x—1)



Aufgabe 6.16.
Wie lautet die Gleichung der Tangente an die Kurve mit der Gleichung f(z) =
naten (0,2)?

2 cos?(z)

Trtan(z 1M Punkt mit den Koordi-

Lésung zu Aufgabe 6.16.
Wir berechnen die erste Ableitung und werten diese bei x =0 aus

~2-2-cos(x)(—sin(z))(1 + tan(z)) — 2 cos*(z)(1 + tan(z))?

f (‘T) - (1 +tan2(m)) ) f (0) = -2

Die Tangente hat die Form ¢(z) = ma + n. Wir wissen dass m = —2 und n = ¢(0) = f(0) = 2. Demnach lautet
die Gleichung der Tangente im Punkt (0,2) wie folgt: t(z) = -2z +2.



