Losungen der Aufgabenserie 7

Aufgabe 7.1

Wir bestimmen die Minimalstelle der Funktion f(z) = Abstand® = (z —a)? + (y — 1)2 = (z — a)? + (%2 - 1)2.
Offenbar ist f'(x) = 2% — 2a < 0 fiir 2 < ¥/2a und f'(x) > 0 fiir x > V/2a. Folglich ist die Stelle z = V/2a
relative und absolute Minimalstelle von f(z), der Punkt mit den Koordinaten z = ¥/2a, y = ¢/a2/2 auf der
Parabel hat also den kleinsten Abstand zu P.

Aufgabe 7.2
a) Die Nullstellen sind z1 = 4 und x93 = —3 £ /13, fiir die Ableitungen erhélt man
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Hierbei ist v’ = 222 1 8)2 2022 1 8)2 genau dann < 0, wenn 22—4<0,dh. -2 <z < +2,
ist. In diesem Intervall ist die Funktion monoton fallend, in den Intervallen (—oo, —2] und [2,00) ist sie
monoton wachsend. Hieraus ergibt sich, dass x = —2 eine relative Maximalstelle und x = 2 eine relative

Minimalstelle ist.

Offenbar ist y” > 0 genau dann, wenn (22 —24) < 0. Dies ist in den Intervallen (—oo, —/24] und [0, v/24]
der Fall. Dort ist die Funktion also konvex. In den Intervallen [—+/24,0] und [v/24, o) ist sie konkav. Die
x-Werte 0 und +1/24 sind Wendestellen.
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Da lim —2 =0 ist, ist die Gerade y = z + 1 eine Asymptote fiir z — +o0.
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b) Nullstellen sind = 0 und z = 8. Aus der Darstellung y = _r ; * + @06 (Polynomdivision)
ergibt sich
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Offenbar ist 3’ > 0 fiir z < 6, dort ist die Funktion monoton wachsend. Fiir z > 6 ist sie monoton fallend.
Es gibt keine Extremalstellen (x = 6 ist eine Polstelle).

Es gilt ¥’ > 0 genau dann, wenn |z — 6] < 6 und x # 6. Dies ist in den Intervallen [0,6) und (6,12] der
Fall, wo die Funktion konvex ist. In den Intervallen (—oo, 0] und [12, c0) ist sie konkav. Die z-Werte 0 und
12 sind Wendestellen. An der Polstelle haben wir die vertikale Asymptote = = 6.

Aufgabe 7.3
Stellt man die Formel fiir 7" nach g um, dann erhiilt man g = f(7) = 47217 ~2. Nach der Formel fiir den
relativen Fehler ist daher
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falls | 7 | < 0.005%. Die Schwingungsdauer 7' muss also mit einem relativen Fehler < 0.005% gemessen werden.

Aufgabe 7.4

Da f'(x) = ¢* — 1 genau dann > 0 ist, wenn x > 0 ist, ist f(x) is monoton wachsend fiir x > 0 und fallend

fir x < 0. An der Stelle x = 0 nimmt die Funktion ihr Minimum f(0) = —1 an. Da linIEl f(z) = +o0 ist,
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hat die Funktion genau eine positive und genau eine negative Nullstelle. Beriicksichtigt man, dass die Werte
f(1) =e—3und f(—1) = 1 — 1 negativ, die Werte f(2) = e — 4 und f(—2) = e~ 2 hingegen positiv sind, so
kann man schlussfolgern, dass jeweils eine Losung der Gleichung f(x) = 0 in den Intervallen (—2, —1) und (1, 2)
liegt. Das Newton-Verfahren liefert nach 3 Iterationen die N&herungswerte £&; = 1.1488 und & = —1.8414.



