Losungen der Aufgabenserie 8

Aufgabe 8.1

a) Substituiert man cosz = ¢, dann ist j—; = —sinz, d.h. sinz dx = —dt. Somit ergibt sich
sinx dt 1 1

/cos%c . 2t + cos T +

b) Mit der Substitution arctan 2% = t erhiilt man nach der Kettenregel % = 1+z4 -2z, d.h. 1+x4 dr = dt und
damit 5
4 t
/%dm = /Qtdt =t 4+ C = (arctanz?)* + C

1+

¢) Zunéchst erhdlt man mit der Substitution Int = « die Gleichung [ cos(Int)dt = [ €® cosx dz. Anschlie-

Bend wenden wir zweimal die Formel der partiellen Integration an und erhalten

/e:’C cosxdr = e” Cosw—/e’” (—sinz)dx und /e’” sinz dr = €” sinx—/e” cosz dx.

Die beiden letzten Gleichungen kombiniert ergeben 2 / e cosxdr = e (cos T+sin :E) +C'. Somit erhalten
wir

/Cos(lnt) dt = /em coszdr = % (cosz +sinz) + C = = (cos(Int) + sin(Int)) + C.

N | o+

d) Mit der Substitution 22 +1 = ¢ erhiilt man zunéchst 2 /t In(t?+1)dt = /lnx dx. Setzt man f(z) =Inx,

g'(x) =1, dann erhilt man mit der Formel der partiellen Integration

/lnxdx* /f dxfxlnx—/l'xdx:xlnx—x+0
x

2 +1

Das gesuchte Integral ist also gleich g (lna: — 1) +C= (ln(t2 +1) - 1) +C
Aufgabe 8.2

a) 2° — 223 +z =x(z? — 22 + 1) = z(2®> — 1) = z(z — 1)*(z + 1)%
x1 = 0 ist einfache, x5 3 = £1 sind doppelte Nullstellen.

b) Offenbar ist p(1) = 0. Division von p(z) durch (z — 1) ergibt 22 — 42 + 4, d.h. es ist
23 —522+ 8z —4d=(z—1)(2? -4 +4) = (z — 1)(z — 2)%
x1 = 1 ist einfache, o = 2 ist doppelte Nullstelle.

Aufgabe 8.3
a) st —1=@2-1) (22 +1)=(x - )(z+1)(22 +1)
b) 2t +1=(2* +222+1) - 222 = (22 +1)2 — (2v2)? = (2 + 1 — 2v2) (2® + 1 + 2/2)

Ein anderer Losungsweg zu b) besteht darin die komplexen Losungen der Gleichung 2* 4+ 1 = 0, d.h. die vierten
Wurzeln aus —1, zu bestimmen. Wegen —1 = cos 7w + i sin 7 sind dies die Zahlen cos (% + %’T) + isin (g + %’T),
k=0,1,2,3, dh. 212 = :I:%\/i—&— %\/5, T34 = ¥%\f — %\/5 Damit erhélt man die komplexe Zerlegung

gl =(z—z)(z—22)(z —23) (2 — x4) = (z — 1) (2 — 22)(z — T)(x — Zy).
Hierbei ist (z —z1)(z — T1) = (aj—f\f) + (3 \f)2:ac2—x\/§+lund (x — z2)(x — To) = 22 + V2 + 1.

Aufgabe 8.4

1 2 1 2 2 1
a) = /(a:+1+——£—xisl)dz:%+x+ln|x\—§1n|x—2|—§ln|x+l|+0

1 1 1 2 1
b) = ( - - )d — -l ‘ ‘_7 ¢ C
) 4/ -1 241 2+ T 1M1 arctan +




c) Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung des Integranden lautet (s. Aufgabe 8.3b)

1 _ 1 _ ar +b cr+d
41 (@24 av24+ )22 —2v2+1) 224 avV2+1 0 22 —av2+1

Fiir die Koeffizienten erhilt man die Werte a = —%, b=3,c= %, d = 1. Die Anwendung der Formeln
fiir die Integrale der Partialbriiche aus der Vorlesung liefert dann das Endergebnis

dz 1 2+ 2vV2+1
7:7\/5(1117—1—2&1“0‘5&1& x\/i—i—l + 2arctan(x 2—1)
/x4+1 8 22— V2 +1 ( ) ( )



