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Aufgabe 9.1.
(a) Die Funktion z? ist als stetige Funktion auf [0,1] Riemann-integrierbar. Berechnen Sie die Riemann-Summe

1
von fx2 dz beziiglich der #quidistanten Zerlegung =z := £, k=0,...,n, und den durch das geometrische

0 "
Mittel gegebenen Stiitzstellen &y := /Tk_12k , sowie durch Limesbildung n — co den Wert des Integrals.

(b) Die Funktion 1 ist als stetige Funktion auf [1,2] Riemann-integrierbar. Berechnen Sie die Riemannsche
2

Untersumme des Integrals f % dx bzgl. der dquidistanten Zerlegung xj := 1+ % , k=0,...,n, sowie unter
1

Verwendung von > (—1)*"'1 = In(2) den Wert des Integrals durch Limesbildung n — oo .
k=1
1

(c) Berechnen Sie die Riemann-Summe von [c¢®dzx, ¢ > 0, bzgl. der dquidistanten Zerlegung z := %

k=

0
0,...,n, und den rechten Knoten als Stiitzstellen, sowie durch Limesbildung n — oo den Wert des Integrals.

Loésung zu Aufgabe 9.1.

n

(a) Die Riemann-Summe ist
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und fiir n — oo ergibt sich als Grenzwert % , dies ist also der Wert des Integrals fol z%dx .

(b) Als monoton fallende Funktion ergibt sich hier fiir die Untersumme
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Wie man leicht sieht, gilt fiir die Summe jedoch
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Daher konvergiert sie fiir n — oo gegen In(2) . Der Wert des Integrals [ X dz ist somit In(2).
1

(c) Die Riemann-Summe lautet
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Wegen lim {/c =1 (falls ¢ > 0) strebt der erste Faktor fiir n — co gegen ¢ — 1. Fiir den zweiten Faktor
n—oo

1
folgt mit ¥/c = cw =™ —en™e ynd der Regel von L’Hospital
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N g ce—1 ;
so dass sich insgesamt Ofc dr = l‘r’]ﬁ ergibt.

Aufgabe 9.2.
Ex+ F

Integrieren Sie RIS
x4 +pr+q

dz , falls 22 + pxr +q keine reelle Nullstelle besitzt.

Losung zu Aufgabe 9.2.

Da x? + px 4 ¢ keine reelle Nullstelle besitzt, ist 2? + px + ¢ = (z + g)Q +D mit D:=q— % > 0. (Achtung: D
ist hier genau das Negative der Diskriminanten % — q , welche im Falle von zwei echt komplexen Wurzeln ihrerseits
negativ sein muss.) Insbesondere gilt dann z® + pz +¢ > 0 fiir alle © € R. Wegen Ex+ F = FEx + % - % +
F = %(2@" +p)+ (F - ﬂ) kénnen wir das Integral folgendermaflen aufspalten und berechnen

Ex+ F E 2x +p pE / 1
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wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit ¢ = ¢(z) = * + pz + ¢ und folglich % = 2z +p
angewendet haben. Fiir das zweite Integral haben wir verwendet, dass

1 /# dx = arctan(z)
(x+2)2+D D (x+2)2+1’ 22+1
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und die Substitutionsmethode mit ¢ = p(z) = w\jg und folglich 4 = % .
Bemerkung:
Offenbar gilt fiir { > 1 analog stets
Fx+ F FE / 2 +p ( pE) / 1
——dr = — | ————dex+(F—-— —————d
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so dass wie zuvor nach Substitution mit ¢ = p(x) = 7B und folglich g—; = % nur Integrale der Form
1
————dt 1
/ 2+ 1) (1)
zu berechnen sind, fiir die es Rekursionsformeln in I > 1 gibt, die mit partieller Integration hergeleitet werden
konnen.
Aufgabe 9.3.

(a) Zeigen Sie, dass fiir [ >1 und D >0

1 1 t 1
/(t2+D>l “=30-1p [T D +(21_3)/Wdt]'

dt
(b) Bestimmen Sie /m, D>0.

Loésung zu Aufgabe 9.3.



(a) Ableiten der rechten Seite ergibt
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(b) Nach der Rekursionsformel aus der vorhergehenden Aufgabe haben wir
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Dabei haben wir wieder die Substitutionsmethode mit = = ¢(t) = = und folglich do - ﬁ sowie

1
/27_’_1 dx = arctan(z) verwendet.
T

Bemerkung:

Oft konnen bestimmte Integrale nach Substitution in Integrale von rationalen Funktionen iiberfiihrt werden.
Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen, dann leisten fiir Integrale der Form

/R(a:, Vaz? +bx + c)dx

die drei EULERschen Substitutionen (in verschiedenen Fillen) das Gewiinschte; siehe folgende Aufgabe fiir ein
Beispiel zur 1. EULERschen Substitution.

Hier noch ein anderes Beispiel:

Aufgabe 9.4.
Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen. Fiihren Sie durch die Substitution ¢ = tan§ fir —7r <z <=
das Integral [ R(sinz,cosz)dz auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ zuriick.

Loésung zu Aufgabe 9.4.
Die Substitution liefert zunidchst © = 2arctant sowie dx =
tion).

T2z dt (siehe Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunk-

Mit  sin(2a) = 2sin(a)cos(e) und wegen tana = S22 sowie
(cosa)® = (cos @)® = 1 = 1
(cosa)? + (sina)? 1 4 ((Sina); 1+ (tana)?
folgt weiter
T\ 2 2 1—¢2
cosr = Q(COSE) -1 = m—l = T
2
sinz = 2sincoss = 2tan— (cosf) = 2
2 2 2 2 1+1¢2

und somit

. 2t 1+t 2
/R(31nx,cosx)dx:/R(1+t2, 1+t2) 1+t2dt'

Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktion, die wir bereits integrieren kénnen.

Aufgabe 9.5.

9
Uberpriifen Sie die Existenz der uneigentlichen Integrale (a) [
0

S

3
dz, (b) [ dr und bestimmen Sie
0

gegebenenfalls ihren Wert.



Loésung zu Aufgabe 9.5.

9
(a) Wegen f%dm = 2\/5|zi2 = 2(3—+/s) fiir s € (0,3) folgt

9
/%da:: lim id:c: lim 2(3 — v/s) = 6.
0

3 3

(b) Wegen fz%dx = —%Ei' = %—% existiert das uneigentliche RIEMANN-Integral fz%dx nicht.
s 0

Aufgabe 9.6.
Fiir das folgende Integral I,(n € N) ist eine Rekursionsformeln aufzustellen. Auflerdem gebe man jeweils 1o, I1, I2, I3
an.

I, = /w"e”dw a#0

Loésung zu Aufgabe 9.6.
Es gilt
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und daher fiir die ersten Integrale
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