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Zusatzmaterial zur Vorlesung: Partielle DGL -
Wirmeleitungsgleichung und Laplace-Gleichung

Lésungen der bisherigen elementaren Gleichungen:

e Das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Transportgleichung auf unbeschrinkten Gebiet

{ut(t,x) +b- Dyult,z) = f(t,z) (t,z) € (0,00) x RN Q)

u(0,x) = g(x) zeRY
besitzt die Losung

u(t, ) :g(x—tb)—l—/otf(x—i-(s—t)b,s)ds (x e RNt >0).

e Das Anfangswertproblem fiir die eindimensionale inhomogene Wellengleichung auf unbeschrinkten

Gebiet
gt (t, ) — gy = F(t, ) (t,z) € (0,00) xR
u(0,z) = f(z) zeR (2)
ut(0,2) = g(z) reR

besitzt die Losung

x+ct I+C(t T)
u(t, ) = (f(a:—&-ct)—&-f(x—ct))—l—%/ d§+—// L, FEdd

—ct

N |

Gleichung (3) ist auch als d’Alambertsche Formel bekannt.

e Das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Wirmeleitungsgleichung auf unbeschrénkten Gebiet

ur(t,x) — Ayu(t,z) = f(t, ) (t,z) € (0,00) x RN A
u(0,2) = g(x) xRN @)
besitzt die Losung
u(t,z) = /RNCIJ(Lx— dy—i—//RN (t—s,x—y)f(s,y)dyds
1 leyl® 1 ey N
= (47Tt)g/RNe ()dy+/0 (47r(t—s))137/RNe = f(y,s)dyds (z e RYt > 0).

Wobei wir annehmen, dass f € C22 ([0,7] x RY) .

Beweis. Dass

|z—y|?

1 eyl
t)= [ ot —vaar=——p [ g

das homogene Anfangswertproblem 16st, wurde bereits in der Vorlesung gezeigt. Da es sich um eine
lineare Differentialgleichung handelt, geniigt es nun, um das gesamte inhomogene Problem zu lésen,
einfach das inhomogene Problem zu Nullanfangswertbedingungen

ur(t,x) — Ayu(t,z) = f(t, ) (t,x) € (0,00) x RN 5)
u(0,2) =0 r € RN



zu 16sen und dann die beiden Losung zu addieren. Die Grundidee des Beweises basiert auf der Beob-
achtung, dass die Abbildung (t,2) + ®(t — s,z — ) die Wirmeleitungsgleichung fiir festes y € RY
und s € (0,¢) 16st. Somit erfiillt die Funktion

u(t, z;s) = /RN Ot — s,z —y)f(y,s)dy

das Anfangswertproblem

;5) — Aul(-;s) = . §, 00 N
{Ut('v) Au(s) =0 (1) € (s,00) xR (©)

u(s) = f(ns) weRY

Nun benutzen wir das sogenannte Duhamel’sche Prinzip, welches behauptet, dass wir eine Lésung
von (5) aus (6) durch Integration beziiglich s konstruieren kénnen. Deshalb betrachten wir

u(t,z) = /Ot u(t,z;s)ds

und erhalten somit

lz—y|?

t t 1 eyl
u(tvm):A /RN q)(tfsax*y)f(yvs)dydsz/o (47-(-(15_3))1;,/RN6 =) f(y, s)dyds. (7)

Es verbleibt noch nachzupriifen, dass
(a) wu(t,z) + Au(t,z) = f(t,z)
(b) ue CH?([0,00) x RY) (u ist klassische Lésung)

(c lim =0 fiir alle 20 € RV,
(t,2)—=(0,2%); x€RN >0

Dies sieht man folgendermafisen:

(a) Da ® bei (0,0) singulér ist, kénnen wir nicht direkt unter dem Integral differenzieren, weshalb
wir anders vorgehen miissen. Dazu fithren wir als erstes eine Substitution aus und betrachten

uta) = [ t [, onrt=sa—ydys

Da fecC!? ([0, 00) X RN) kompakten Triiger hat und ®(s,y) bei s =t > 0 glatt ist, erhalten
wir

wit) = [ [ @enhit-sa-payds+ [ oes0.0-ndy

RN

sowie

0%u ¢ o2
83:,»8@ (t’ .’E) - A \/RN (I>(S’y) 61‘1‘81‘]‘ f(t — 5T — y) dy dsa

weshalb u;, D2u und genauso u, Dyu zu C ([0,00) x RY) gehoren.

(b) Wir setzen ersteinmal ein und erhalten

u(t, ) — Au(t,z) = /Ot /]RN D(s,y) K@at Az) f(ts,my)] dy ds
+ [ ety s y)dy

() el
[ e |(<gr-a) s s )] avas

+/ O(t,y) f(0,z —y)dy
RN
= I.+J +K.



Weiterhin gilt, dass
9= (il + 11P2A1],) [ [ @s.dyas <

Integration per part fithrt zu

- //RN (5~ ) @] £1= 5.0 )y

+ [ Blenft—ca—pdy— [ Sen)it—co—y)dy-K,

RN

da ® die Warmeleitungsgleichung 16st. Fassen wir nun alles zusammen, so erhalten wir

ut(t, ) — Au(t, z) = lim Dle,y) f(t —e,x—y)dy = f(t,x).

e—0 RN

(c) Letztendlich gilt weiterhin, dass [[u(t, )] o < £]|f]]poe — 0.
O
e Die Laplace-Gleichung auf dem Kreis
Ou(r,®) 10u(r,®) 1 0%u(r,0)
o2 + T or 2902 0 (r,®) € (0,00) x [0,2m) (8)
u(R,0) = f(©) © € [0, 2)
besitzt die Losung
R =2 (" /(@)
= do.
ur, ) 27 /_,T 12 4+ R?2 — 2rRcos(© — ¢) ¢ 9)

Gleichung (9) wird auch als Poisson’sche Integralformel bezeichnet.

e Um viel allgemeiner Gleichungen mit Randwerten zu l6sen, unabhéngig davon, um welchen Typ es
sich handelt, benutzt man den Fourieransatz. Um die richtige Ansatzfunktion bestimmen zu kénnen,
nimmt man an, dass sich die Losung separieren lésst, genauer, dass u(t, ) = T(t)X (z) . Daraus lassen
sich dann individuell durch Einsetzen in die Differentialgleichungen Eigenwertprobleme herleiten und
auch individuelle Ansétze aufstellen.

Zusatzaufgaben mit Lésungen

Zusatzsaufgabe 1.1.

(a) Sei w: (0,00) x R = R eine Losung der Diffusionsgleichung wu; = u,, . Zeigen Sie, dass fiir ¢ > 0
dann auch (¢, )+ u(c®t,cz) eine Losung der Diffusionsgleichung ist.

(b) Zeigen Sie, dass mit der Funktion S(t,y) = ﬁ exp (—Z—z) fiir jedes t > 0 die folgende Gleichung

gilt

/ S(t,y)dy = 1.

Hinweis: Benutzen Sie Polarkoordinaten im R?, um [~ [* exp(—z* — y?)dady zu berechnen.
Folgern Sie daraus [ exp(—x?)dx = /7 und berechnen Sie schlieBlich [*_S(t,z)dx .



Losung zur Zusatzaufgabe 1.1.

(a) Wegen
(u(c®t,cx))s = cCug(c?t, cx)

und

(u(c®t, cx)) pe = c(u(c?t, cx))y = u(c®t, cx)

16st auch u(c?t, cx) die Diffusionsgleichung.

(b) Fiir die Polarkoordinaten x = rcos(¢), y = rsin(¢), gilt nach dem Transformationssatz

0o 00 27
/ / exp(—z® —y?)dedy = / / exp(—r?)r dpdr

7T/ 2r exp(—r?) dr
0

= rexp(—r?)y =7

([ eimrtar) = [ | esniest =y

und daher ffooo exp(—2?)dx = /7 . Mit der Substitution x? = y?/4t , also dz =
Behauptung

Somit gilt

\F , folgt somit die

_ \}%/O:Oexp(—f)dx \/H/ exp( y2/4f)dy—/0;5(tvy)dy-

Zusatzaufgabe 1.2.
Losen Sie die Diffusionsgleichung u; = u,, zu den folgenden Anfangswerten:

1 fallsx >0
(a) u(0,2) _{ 0 sonst

| exp(—z) fallsx >0
(b) u(0,2) = { 0 sonst

Hinweis: Die Losung darf die nicht-elementare Stammfunktion Erf(z) := % fox exp(—

L6sung zur Zusatzaufgabe 1.2.

(a) Unter Benutzung von Substitutionen und der vorherigen Aufgabe

uta) = —— / exp(—(z — )?/4t) dy

1 oo

= exp(—y2/4t) d
= xp(—y~/4t) dy

1 [ )
— exp(—y~) dy
ﬁ —x/V4t
/ exp(—y?) dy + —= ! /0 exp(—y?) dy
= X xp(—
f —x/VA4t

:% \F/ exp(—y°) dy
;+2Ef<m>.

y?) dy enthalten.



(b) Unter Benutzung von Substitutionen und der vorherigen Aufgabe gilt

u(t,z) = m / exp(—(z — y)?/4t) exp(—y) dy

= ex 1: — 2xy + y® + 4ty) /4t) d
\/E/ p(— y+y y)/4t) dy

= exp(—((y + 2t — x)? + 4tz — 4t*)/4t) dy
il

/ exp(—(y + 2t — x)?/4t) dy

= exp(t—zx)

\/47‘(’
= exp(t—zx) / exp(—y?/4t) dy
VAt Joi—q

oo

1
= exp(t —a)—= exp(—y?) dy
VT Jat—a))vai

= e (1w (255).

Zusatzaufgabe 1.3.

Beweisen Sie, dass die Funktionen wu,(t,z) = %Sin(nm)e"ﬁkt Losungen der Diffusionsgleichung sind, die
bei n — oo fiir t =0 gleichméfig in « gegen die Nullfunktion konvergieren, fiir ¢t = —1 jedoch punktweise
fast {iberall gegen 400 streben.

(Diese Aufgabe zeigt daher, dass die Riickwiirtslosung nicht stetig von den gegebenen Daten abhéngt, und
somit ist das Problem, u; = ku,, bei gegebenem Anfangswert wug fiir negative Zeiten zu lésen, nicht korrekt
gestellt.)

Lésung zur Zusatzaufgabe 1.3.
Es gilt wu,(0,z) = %sin(n:p) — 0 gleichmifig auf ganz R, aber z.B. fir ¢t = —1 gilt wu,(-1,2) =

1 kn?

—sin(nx)e" — foo aufler fir x € 77Z.

Zusatzaufgabe 1.4.
Losen Sie die Diffusionsgleichung mit konstanter Dissipation v; = vz, — bv zum Anfangswert v(0,2) =

exp(—x) .
Hinweis: Betrachten Sie den Ansatz v(t,x) = exp(—bt)u(t,x) mit einer Losung u(t,z) der Diffusionsglei-
chung us = gy -

Losung zur Zusatzaufgabe 1.4.

Da vy = —bv die Losung exp(—bt) hat, betrachtet man den Ansatz exp(—bt)u(t,z). Wenn nun u die Dif-
fusionsgleichung u; = u,, 168t, dann 16st v(t, z) := exp(—bt)u(t, ) die Diffusionsgleichung mit konstanter
Dissipation wegen

= (exp(=bt)u(t,z)), = exp(=bt)us(t,x)— bexp(—bt)u(t,z)
= exp(—bt)uy.(t,x) — bexp(—bt)u(t, x)
= (exp(—bt)us(t,x)),, — bexp(—bt)u(t, z)

= Ugy — bU.

Somit ist die Losung zum Anfangswert v(0,x) = exp(—x) durch v(t, z) = exp(—bt)u(t,z) mit der Losung



u(t,z) der Diffusionsgleichung zum Anfangswert w(0,z) = exp(—z) gegeben. Diese ergibt sich durch

u(t, ) y)2/4t) exp(—y)dy = :c —2zy +y? + 4ty)/4t) dy

m/ exp(~

= ex (y + 2t — x) + 4tx — 4t%)/4t) d
= el )/at)dy

= ex +2t—x24t—+—t—md
m/ p(—(y )/ ) dy

exp(t — ) \/7 / exp(—y?/4t) dy = exp(t — x),

m/ xp (=

wobei im vorletzten Schritt die Translationsinvarianz y +— y + x — 2t des Lebesgue-Integrals genutzt wurde.
Also ist v(t,z) = exp((1 — b)t — ) die gesuchte Losung.
Probe: Es gilt v; = (1 —b)v(t, ), vee =0, also v = vy — bv.

Zusatzaufgabe 1.5.
Losen Sie mittels der Fouriermethode die folgende eindimensionale Diffusionsgleichung bei Dirichlet-Randbedingungen

ug(t, ) = Ugy(t, ) (t,z) € (0,00) x (0,7)
u(0,x) = sin(2x) /2 + sin(4x) /4 x € (0,7)
u(t,0) =0 =u(t,m) t € (0,00)

Bestétigen Sie das Ergebnis durch eine Probe.

Losung zur Zusatzaufgabe 1.5.

Setzt man den Produktansatz T'(¢)X(z) in die PDGL u; = u,, ein, so ergibt sich
T'(t)  X"(x)
)  X(x)

T'(H)X (z) = T(H X" ()

Wir beobachten, dass die linke Seite dieser Gleichung nur von ¢ und die rechte nur von x abhingt, wes-
halb beide gleich einer konstanten seien miissen, also X” = AX und T’ = AT . Betrachten wir nun das
Eigenwertproblem X" = AX genauer, so ergeben sich je nach A\ folgende Félle

e )\ > 0: Die Losung ist gegeben durch
X(z) = AV 4 Bem Ve,

Berticksichtigen wir nun noch die Randbedingungen, so folgt

X(0) = A+B=0,
X(m) = Ae¥V>™ 4 BV — ¢,
Da jedoch
1 1 > Jx
— T _ s 0
e*\/Xﬂ' € € 75 ?

folgt A= B =0, also nur die Nulllsung.
e )\ = 0: Die Losung ist gegeben durch

X(z) = Az + B.
Beriicksichtigen wir nun noch die Randbedingungen, so folgt
X(0) = B=0,
X(r) = Ar+B=0.
Da jedoch
0 1
s 1’ =-m#0,

folgt A= B =0, also nur die Nulllsung.



e )\ < 0: Die Losung ist gegeben durch
X(z) = Asin (\/—)\x) + Bcos (\/—)\x) .

Beriicksichtigen wir nun noch die Randbedingungen, so folgt

X(0) = B=0,
X(r) = Asn (\/—m)+ B_cos (\/—/\w):().
=0

Es folgt, dass A # 0 genau dann wenn v/—\ € Z\ {0}, also A = —n? (n €N).

Nun resultiert fiir 7(¢) = AT'(t), dass T(t) = Ane 't
Die allgemeine Form der Lésung ist also

u(t,x) = Z Ape 't sin(nz).
n=1

Aus dem Anfangswert
u(0,x) = sin(2x)/2 + sin(4x) /4

ergibt sich Ay =1/2, Ay =1/4 und A, =0 sonst. Somit ist
Lo, L 16t
u(t,z) = 2¢ sin(2x) + 1¢ sin(4x)
die gesuchte Losung. Die Probe
uy = —2e M sin(2z) — 4e 71 sin(4x) = Uy

bestétigt dieses Ergebnis.

Zusatzaufgabe 1.6.
Losen Sie mittels der Fouriermethode die eindimensionale Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen:

ug(t, ) = Ugy(t, x) (t,x) € (0,00) x (a,b)
u(0,z) = (:c—ba)_# z € (a,b)
Uy (t,a) =0 = uy(t,b) t € (0,00)

Loésung zur Zusatzaufgabe 1.6.
Ein Produkt T'(t)X(z) ist genau dann Losung der Diffusionsgleichung, wenn T'(¢t)X(xz) = T(¢)X"(x)
und daher X”(z) = —A\2X(x) sowie T'(t) = —A*T(t) fiir ein A gilt. Die Gleichung fiir 7" wird durch

2
T(t) = Aexp(—A?t) gelost, wihrend bei X die Randbedingungen nur —\2 = — (%) zulassen mit
Eigenfunktionen X, (x) = cos (lffa (x — a)) .

Bei Neumann-Randbedingungen ist also der Fourieransatz fiir die Diffusionsgleichung durch

u(t,z) = i A, exp(— (b(mz;t) cos ( b”fa (z— a))

gegeben. Aus den Anfangsdaten ergibt sich

(z —a)(b—x) - nmw
s =ul0.a) = ZAncos<b_a

=)

n=0



und daher

A, = T E ) /ab (@ —ba)_(l;— ?) cos <bn_7ra (z — a)) de = 2/01 z(b— (b—a)x + a) cos(nmx)dx

= 2/0 (=(b—a)a® + (a + b)z) cos(nrz)dx

1
S (=2(b— a)z + (a + b)) sin(nmx)dx
nm Jo
2(a + ) 4(b —a)
(= e = )
fir n # 0, dh. A4, a+)b) + 8((71;”)2) fiir ungerade n und A, = 0 fiir gerade n # 0, sowie Ay =
1 e e

Zusatzaufgabe 1.7.
Bestimmen Sie mittels des Fourieransatzes die Losung zu der inhomogen Warmeleitungsgleichung

Ut = Ugy + sin (37z) (t,x) € (0,00) x [0,1]
u(t,0) =0 (0, 00)
u(t,1) =0 t € (0,00)
[

u(0,2) = 5sin (27x) + 2sin (37x)

0,1]

Loésung zur Zusatzaufgabe 1.7.
Mittels des Ansatzes u(t,x) = T(¢t)X (z) finden wir wieder den Ansatz

oo
Z ) sin (nmx) .

Diesen setzen wir in die inhomogene Wirmeleitungsgleichung ein und erhalten

5 Z A, (t)sin (nrz) = 8132 Zl Ay (t) sin (nmz) + sin (37wx)
Z sm (nmz) = Z —n?12 A, (t) sin(nrx) + sin(3mz),

n=1

woraus folgt, dass

dA,(t
dt() = —n?r?A,(t) (n=1,2,4,5,..)
dAs(t
jt( ) = —972A3(t) + sin(37x)
Die Losungen dieser gewohnlichen Differentialgleichungen lauten
Ant) = A0 ™™t (n=1,2,4,5,..)
2 2 ¢ 2 2 1-— 6797‘-%
Ag(t) — A3(0)6797T t —|—679n t/ 697r Tdr = 26797‘— t 4 5 5 )
0 Y

Aufgrund der Anfangsbedingung erhalten wir, dass A, = 0 fur n # 2,3 und A,(T) = Se—4m’t sin(27x) .

Fassen wir alles zusammen, so folgt
A2 o2 1— e—97r2t
u(t,x) = 5e 4™ tsin(27x) + (2797 + —om sin(3mx).
s




Zusatzsaufgabe 1.8.

(a)
(b)

Finden Sie die rotationsinvarianten Losungen von Awu =0 auf R™\ {0}.

Losen Sie Au = 0 im Kreis Q := {(z,y) € R?|2? 4+ y? < @?} unter der Dirichlet-Randbedingung
u(acos(d),asin(¢)) =1+ 3sin(¢) auf 0.

Lésung zur Zusatzaufgabe 1.8.

(a)

Rotationsinvariante Funktionen auf dem R™ haben in Polarkoordinaten die Form u = u(r), und der
Laplace-Operator wirkt auf diese durch Au = ‘32712‘ + ”;1 % . Die Gleichung Au = 0 148t sich nach
Multiplikation mit 7"~! daher auch als (r”flur)r = 0 schreiben. Also gilt " 'u, = ¢; und somit

— _C
Uy = rn—1 *

Im Fall n = 2 liefert die Integration u(r) = ¢1 In(r)+cz , im Fall n > 2 gilt u(r) = — ez ez All
diese Funktionen sind auf dem R™\ {0} definiert, lassen sich jedoch nur bei ¢; = 0, d.h. u = const
stetig in 0 fortsetzen. Man bemerke auch, dafl im Fall n = 2 die Funktion In(r) kein Vorzeichen
besitzt (dies ist charakteristisch fiir parabolische Riume wie den R?), wihrend TH%Z immer positiv

ist (was charakteristisch fiir nicht-parabolische Riume wie R™ , n > 2 ist).

Wir benutzen die Fouriermethode. Der Separationsansatz lautet u(r, ¢) = R(r)O(¢) . Setzen wir dies
ein, so erhalten wir

T,QR// 6//
RR= -2 _\
R e ™

wobei A eine Konstante ist. Wir betrachten als erstes die Eigenwertgleichung

0" + 26 =0.

Wir sind an 27 -periodischen Losungen interessiert, die die Randbedingungen

O(—1) = O(r)=
O'(-m) = o

erfiillen. Diese kénnen nur 2 -periodische Lésungen haben, wenn A = n? und
O(¢) = A, sin(ng) + B, cos(ne).
betrachten wir die Gleichung fiir R
R’ +rR' —n*R=0
so erhalten wir mittels des Ansatzes R(r) =r®, dass o = +n und daher
R.(r)=A," + B,r " (n € N),

sowie Ao + Bplog(r) fir m = 0. Anstatt einer Randbedingung bei r = 0, nutzen wir einfach die
Bedingung, dass R dort endlich sein muss, weshalb der r~" -Term und der log(r)-Term wegfallen.
Insgesamt lautet der Fourieransatz demnach

u(r, ¢) = %Ao + Z r" (A, cos(ng) + By sin(ng)) .

n=1

Nun benutzen wir die Randbedingung bei bei r = a und erhalten die Gleichung

1+ 3sin(¢) = %Ao + Z a”™ (A, cos(ng) + By sin(ng)) .

n=1



Durch einen einfachen Koeflizienten-Vergleich erhalten wir als Lésung Ag = 2, B; = 3/a und anson-
sten A, =0 = B, . Daher ist

3
u(r,¢) = 1+ 7 sin(@)
die gesuchte Losung. Eine Probe w,,+u, /r+ugy/r* = 2 sin(¢)— 2 sin(¢) = 0, u(a, ¢) = 1+3sin(¢),
bestétigt dies.

Alternativ: Mittels der Poisson-Formel besitzt die Losung die Darstellung

G 1 + 3sin(t))
ur,¢) = 27 /0 a? — 2ar cos(¢ — ) + 12 dv
a®—r2 [?7 1+ 3sin(y)
27 /0 a? + 12 — 2ar cos(¢) cos(¢)) — 2ar sin(¢) sin(v))

Der Integrand ist eine rationale Funktion in cos(¢), sin(v) und kann durch Substitution von ¢ =
tan(y/2) sowie Partialbruchzerlegung elementar integriert werden. Nach der Substitution ergibt sich

dip

a?—r? [* t2+6t+1
™ /,OO (T+¢2) ((a®> +72)(1 + t2) — 2ar cos(¢)(1 — t2) — 2ar sin(¢)2t) dt
a?—r? [* 2 +6t+1
- ™ /_Oo (1+t2) ((a® + 72 4 2ar cos(¢))t? — dar sin(¢)t — 2ar cos(¢)) dt

Nun kann man fiir den Integranden eine Partialbruchzerlegung der Form

At+ B N Ct+D
1+t (a2 4 r2 + 2ar cos(9))t? — dar sin(¢)t — 2ar cos(d)

finden, und die anschliefende Integration liefert dann die Losung. Dieser Weg ist allerdings merklich
aufwendiger als der zuvor geschilderte.

Zusatzaufgabe 1.9.
Losen Sie mittels der Fouriermethode die Laplace-Gleichung Au = 0 im durch das Produkt (0,a) x (0,b)
gegebenen Rechteck unter den Dirichlet-Randbedingungen

u=0beliz=0, u=0beiz=a, u=0beiy=0, u=z(a—2z)beiy=1>

Loésung zur Zusatzaufgabe 1.9.
Wir wollen den allgemeinen Fourier-Ansatz bestimmen. Um diesen zu erhalten, benutzen wir den Produkt-
ansatz u(z,y) = X(z)Y (y) und erhalten

X"Y +Y"X =0, dh  X"/X=-Y")Y.

Da die linke Seite dieser Gleichung nur von X und die rechte nur von Y abhéngt, konnen wir schlussfolgern,
dass X" = AX, Y” = —)\Y . Das erste Eigenwertproblem lautet also X” = AX unter den Randbedingungen
X(0) =0, X(a) =0, und dieses hat natiirlich die Lésung A, = —(n7/a)?, n € N, mit Eigenfunktionen
sin(nmz/a) . Aus der zweiten Gleichung Y = —\,Y ergibt sich die allgemeine Losung

Y (y) = A, sinh(nwy/a) + By, cosh(nmy/a),
und wegen der Randbedingung Y (0) =0 gilt B, = 0. Der Fourier-Ansatz lautet daher

u(z,y) = Z A, sinh(nmy/a) sin(nra/a).

n=1
Mittels der verbleibenden Randbedingung
z(a—z) =u(z,b) = Z A, sinh(nwb/a) sin(nrz/a)

n=1

10



bestimmt man nun die Koeffizienten A,, durch

A, = m /0 " 2(a— 2) sin(nrafa)ds = m /0 " (a — 20) cos(nra/a)da
_ W(erb/a) /0 " 9 cos(nmz/a)dx
- = Sm‘; T /0 " sin(nmz/a)dz
= (o sir:;l(mrb/a) (cos(nm) 1)

W‘h(mrb/a) falls n ungerade

falls n gerade

Zusatzaufgabe 1.10.

Losen Sie mittels Polarkoordinaten (r,¢) und der Fouriermethode die Laplace-Gleichung Au = 0 im
Halbkreis Q := {r < 1,0 < ¢ < 7} unter den Randbedingungen, dass u auf dem Kreisdurchmesser
verschwindet und « = 7sin(¢) — sin(2¢) auf dem Kreisbogen r =1 gilt.

Loésung zur Zusatzaufgabe 1.10.
Die Laplace-Gleichung lautet in Polarkoordinaten

Ou  10u 1 0%u 0
or? +r8r+r28¢2 e

Aus dem Produktansatz u = R(r)®(¢) ergibt sich daher R”(r)®(¢) + R'(r)®(¢)/r + R(r)®"(¢)/r*> = 0.
Also gilt ®" = A® sowie r2R” +rR' + AR =0 fiir ein .

Nun hat das Eigenwertproblem ®” = A® unter den Randbedingungen ®(0) = 0 = ®(7) die Losungen
An = —n?, n € N, mit zugehorigen Eigenfunktionen ®,,(¢) = sin(n¢), und durch den Ansatz R(r) = r®
ermittelt man die allgemeine Losung von r2R” +rR' + )\, R =0 wegen ala —1)+a—-n?=0& a=4n
als R,(r) = Cpr™ 4+ Dpr—™.

Also lautet der Fourier-Ansatz u(r,¢) = > o~ (Cp,r™ + Dyr~")sin(n¢) . Da u auch fiir 7 = 0 definiert
sein muf, miissen alle D,, = 0 sein, und aus u = 7sin(¢) — sin(2¢) ergibt sich dann C; =7, Cy = —1
und ansonsten C,, = 0. Somit lautet die Losung u(r, ¢) = mrsin(¢) — 72 sin(2¢) .

Zusatzaufgabe 1.11.

Fassen Sie die Halbebene 2 := {(z,y)|y > 0} als einen Halbkreis mit unendlichem Radius auf und 1sen Sie
darin die Laplace-Gleichung Au = 0 unter der Randbedingung wu(z,0) = 1/x sowie der Forderung, dass u
fiir (x,y) — oo beschrinkt bleibt.

Lésung zur Zusatzaufgabe 1.11.

Wieder machen wir wie in Aufgabe 7.2 den Produktansatz in Polarkoordinaten, hier haben wir aber keine
homogenen Randbedingungen zur Verfiigung. Jedoch sind die einzigen beschrinkten Loésungen von & =
—A® diejenigen zu A > 0, d.h. Ay cos(VA@) + By sin(v/A¢) , bzw. die Konstanten zu A = 0 (nichttriviale
Konstanten kann man aber sofort ausschliefien, da sonst u(x,0) fiir £ — +oo nicht gegen 0 laufen wiirde).
Nun ist aber bei ¢ = 0 nur der Kosinus-Anteil relevant, und da sich bei ¢ = 7 dieselbe Konstante wie bei
¢ =0 ergeben muB, kommt nur VA =n fiir n € N in Frage. Also erhilt man als Ansatz

u(r,¢) = > (Cor™ + Dpr™") (A, cos(ng) + By sin(ng))

wobei man eine der Konstanten im Quadrupel (A,, B,,Cp,D,) frei wihlen kann. Die geforderte Be-
schriinkheit liefert sofort C,, = 0. Die Losungen B,r "sin(n¢) erfiillen alle die homogene Randbedingung
u(x,0) = 0 und sind beschriinkt fiir » — oo, also kann man sie zu jeder partikuldren Losung dazuaddieren.
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Eine partikulire Losung erhélt man aus u(z,0) = 1/2 durch Koeffizientenvergleich in 1/r =3 | Dr™"
sowie —1/r = >>°  D,r~"(—1)". Daraus ergibt sich D; = 1 und ansonsten D,, = 0, eine partikulire
Losung lautet also u(r, ¢) = Co%w) (eine Probe bestétigt dies). Jede andere Losung erhilt man durch Ad-
dition von Y ° | B,r~"sin(n¢) , wobei diese Funktionen nahe des Nullpunktes allerdings nicht beschréinkt

sind, es sei denn, man schaut sie sich gerade entlang der Winkel ¢ = 0,7 an.

Zusatzaufgabe 1.12.
Losen Sie die Laplace-Gleichung Au = 0 im Halbstreifen {(x,y)[0 < 2 < m, y > 0} unter den Randbe-
dingungen u(0,y) =0 =u(m,y), u(x,0) =1 und der Forderung, dal u beschrinkt bleibt.

L6sung zur Zusatzaufgabe 1.12.

Der Produkt-Ansatz v = X(x)Y (y) in kartesischen Koordinaten liefert X”Y +Y”X =0 und somit X" =
AX , Y” = =AY . Die Eigenwertgleichung X” = AX hat unter den Randbedingungen X (0) = 0 = ( )
die Losung A = —n? mit Eigenfunktionen X, (z) = sin(nz), n € N. Die Gleichung Y" = —\,Y = n?Y
hat nun die allgemeine Losung A, exp(ny) + B, exp(—ny) , also ist der Fourier-Ansatz

Z A, exp(ny) + By, exp(—ny)) sin(nx)

Aus der Beschrinktheit von u(z,y) fiir y — oo folgt A, =0, und aus 1 = u(z,0) = > 7| B, sin(nx)
folgt B, = %foﬂ sin(nz)dr = 2 ((-1)" — 1), also ist B,, = -+ fiir ungerade n und ansonsten Null. Daher

lautet die Losung
oo

u(z,y) = ngo ﬁ exp(—(2n + 1)y) sin((2n + 1)x)

Man bemerke, dafl die Reihe in den Eckpunkten (0,0) und (m,0) nicht gegen 1 konvergiert.

Zusatzaufgabe 1.13.

Bestimmen Sie die stationiire Temperaturverteilung innerhalb der ringférmigen Platte Q := {(z,y) € R?|1 <
22 +y% < 4} unter den Annahmen, dass der duere Rand der Platte perfekt isoliert ist und der innere Rand
auf Temperatur sin?(¢) gehalten wird (wobei ¢ die Winkelvariable auf dem inneren Rand ist). Welche
Temperatur muf} die Isolation auf dem &dufleren Rand aushalten?

L6sung zur Zusatzaufgabe 1.13.
Der Fourieransatz lautet

u(r, @) = (CO + Do In(r Z (Cpr™ 4 Dypr™") (A, cos(ng) + By sin(ng))

wobei man in jedem Quadrupel (4,, By, Cy, D,) von Koeffizienten einen frei wihlen kann.
In r =1 soll u(l,) = sin?(¢) gelten, withrend in r = 2 die Bedingung u,(2,$) = 0 gelten soll. Daraus
ergibt sich

sin? fCo + Z ) (A, cos(ng) + By, sin(ng))

sowie
_D o0
TO + Z n (Cn2” ' - D,2™ ("“)) (A, cos(ng) + By, sin(ng)) =
n=1
Nutzt man nun

sin?(¢) = 5 — £ cos(20),

so liefert die erste Formel Cy =1, A3(Cy + D) = —% und ansonsten A, (C, + D,) =0= B,(C, + D,),
wéhrend die zweite Formel Dy = 0, sowie

An(Cr2" ! = D27 ) = 0= B, (Cp2" ! = D27 )
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liefert,.
Also gilt Cp = 1 und A3(Ce 4+ Ds) = —%, Ao (2Cy — %Dg) = 0 und somit z.B. Dy = 16C5 und bei
Wahl von A, = 1 (man hat ja eine Wahlfreiheit in jedem Quadrupel (A,, B,,C,,D,)) dann Cy = —2

34
Dy = —% , wihrend alle anderen Koeffizienten verschwinden. Somit lautet die Losung
1 r? 8
=——(—=+— 2¢).
u(rﬂ ¢) 2 (34 + 17T2 ) COS( (b)
Die Isolation auf dem dufleren Rand muf} also die Temperatur % + 1% = g—i aushalten, d.h. viel weniger als

die auf dem inneren Rand maximal herrschende Temperatur 1.

Quellen:
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Lawrence C. Evans, “Partial Differential equations”, AMS, Providence, Rhode Island, 1998.

H. F. Weinberger, “A First Course in PDE”, Dover Publications, New York, 1995.

Dieses Zusatzmaterial kann durchaus (Tipp-) Fehler enthalten, falls euch also etwas falsch vorkommt, so fragt lieber
nocheinmal nach.
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