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Bewertung von Zahlungsstrémen

0.1. Wiederholung. Fiir jeden ungerichteten Zahlungsstrom Z gilt
Z=71—1y ZieZ, (Z:(0)=0V Z0)=0)=2, <7, Z_< 2. (0.1.1)

Eine (diskrete) Zeitrente bestehend aus Zahlungen 2z, z1, ... > 0 zu Zeitpunkten tg, ¢, ... > 0
Z(t) =) 2l e(t), >0, (0.1.2)
§=0

ist ein (deterministischer gerichteter) Zahlungsstrom.

1.1. Definition. Eine Bewertung von Zahlungsstromen ist eine Abbildung
W:[0,00) x Z — [—00, +0].

An dieser Stelle wird W (t, Z) als Wert des gesamten Zahlungsstromes Z € 2 zu einer Zeit
t > 0 interpretiert.
Eine Bewertung W heifit requldr, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Endlichkest:

W(t,Z) € RY, t>0, Ze2Z mit Z(c0) < oo. (1.1.1)
Sensitivitdt:

W(t,e,) # 0, tu>0  (e:=lpoo)- (1.1.2)
Additivitdt:

W(t,Zy+ Zy) =W (t, Z,) + W(t, Z3), t >0, Z;€Z mit Z1+7Z,€ . (1.1.3)

Monotone Stetigkeit:

W(.2)=\/W(.2.), (Zwen C 2%, mit Z:=\/Z, €2, (1.1.4)
neN neN
Unmittelbarkeit
ur— Wi(t,e,) ist rechtsseitig stetig, ¢ > 0. (1.1.5)
Konsistenz
W, 2)=W(EWu,Z)e,), u©w>0, ZeZ mit Z(co) < o0. (1.1.6)



1.2. Satz. (Norberg)

(a) Sei K :[0,00) +— [1,00) eine Kapitalfunktion. Dann definiert

W:[0,00) x Z 3 (t,2) — K(t)-a(Z) € [—o0, +0] (1.2.1)

eine reguldre Bewertung von Zahlungsstromen.

(b) Ist W : [0,00) X Z — [—00,400] eine reguldre Bewertung von Zahlungsstréomen, so
existiert genau eine Kapitalfunktion K : [0,00) — [1,00) mit der Eigenschaft (1.2.1).
Diese ist gegeben durch

K(t) == W(t, e), t>0. (1.2.2)

Im Folgenden werden wir verschiedene Hilfssétze formulieren, um den Satz von Norberg zu
beweisen.

1.3. Hilfssatz. Seien G : [0,00) — [0,00) rechtsseitig stetig, monoton nichtwachsend
und (Z,)nen C 2, monoton nichtfallend mit Z :=\/ ,enZ, € Z,. Dann gilt

lim [ GdZ, = / GdZ. (1.3.1)

n—oo

Beweais.
Aus G >0 und (Z,)nen nichtfallend folgt

/ Gdz, < / GdZ, .1, m,n € N. (1.3.2)
[0,m) [0,m)

Fir G = Zle a;ljgq,), 05 >0, a; > 0, folgt

k
/ GdZ, =Y a;Zy(a; N m —0).
[0,m) i—1

Folglich ist auch ( f GdZ,)nen monoton nichtfallend und lim,, f GdZ, existiert. Ande-
rerseits ist ( f[o m) GdZ,)men fir alle n € N monoton nichtfallend in m . Dies fithrt auf

lim [ GdZ, = lim lim GdZ, > lim lim GdZ,,

n—oo n—0o0 M—00 [0,771) m—0o0 N—0o0 [0,771)

es folgt mit (1.3.2)

lim lim GdZ, < lim lim Gdz,.

n—0o0 M—00 [O,m) m—0o0 N—00 [O,m)

Insgesamt also



lim [ GdZ, = lim lim Gdz,.

n—oo m—00 N—00 [07m)

Weiterhin erhédlt man aus der Tatsache, dass (Z,(t)) in n und ¢ monoton nichtfallend ist,
Zn(-—0) /" Z(-—0). Mittels des Satzes von Levi und partieller Integration erhélt man

lim GdZ, "™ fim lim (G(m —0)Z,(m —0) — / Zn(- — O)dG)
[0,m)

n—oo [07m) m—00 N—00

K lim (G(m—O)Z(m—O)— / Z(-—O)dG) PIET Jim / GdZ = / Gdz.
m—00 [0,m) e Jo,m)

O

Beweis von 1.2. (a)
Wir zeigen, dass die Eigenschaften (1.1.1) bis (1.1.6) erfiillt sind.

1. Sei Z € %, mit Z(oo) < oo. Dann definiert Z ein endliches Mafl und a(Z) ist
endlich.

(1.2.1)

2. Wi(t,e,) =" K(t)-ale,) = K(t)/K(u) > 0, t,u > 0.

3. Seien Z; € & mit Zy + Zy € Z und so, dass nicht einer der beiden Barwerte gleich
+o0o und der andere gleich —oo ist. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

(1.2.1) (1.2.1)

W(t, Z)) + W(t, Zo) "2V K(t)(a(Z)) + a(Zs)) = K (t)a(Zy + Zo) “ZV W(t, 2, + Z»).

4. Einsetzen von G :=1/K in (1.3.1) ergibt

1 | 1
a(Z) = /gdZ 3D im —dZ, = lim a(Z,), 0<Z,/Z

n—oo n—oo

5. folgt aus (1.2.1) und der Rechtsstetigkeit von K.

6. Seien t,u >0 und Z € Z, mit Z(o0) < co. Dann gilt

(1.2.1)

Wt Wu,Z) e) =" Kt) aW(u,Z) e,) = =




1.4. Hilfssatz. Fiir jede regulire Bewertung W von Zahlungsstromen gelten

(i)
W(-,0) =0, (1.4.1)
(ii)
W(,Z) >0, e, 7Z>0, (1.4.2)
(iii)
W(,-2)=-W(,2), Z € Z,,
(iv)
W, 2)=W(,Z,)—-W(,Z_), ZeZ. (1.4.4)
Beweis.
zu (i):
W(t, O)ZW('[J, 0+ 0) Addit:ivitiit W(t, 0) + W(t, 0) Endlz’:chkeit 9. W(t, O) c Rl, t>0.

zu (ii): Fir alle Z >0 ist Z = Z Vv 0, sodass mit (i) und (1.1.4) folgt

W(,Z)=W(-,Z)VW(,0) > 0.

zu (iii): Selen Z € Z, und t > 0. Sei zundchst W (¢, Z) < co. Dann folgt

0L W0 =w(t,2Z -7

also W(t,—2) = -W(t, Z).
Sei nun W (t, Z) = oo. Unter der Annahme W(t,—Z) > —oo entsteht ein Widerspruch:

=

) Additivitat

Wt zZ)+W(t —-2),

02 W(t, 2 - 2) "W (1, Z2) + Wt~ 2Z) = oc.
wu (iv): Z € % = Z(00) < oo oder Z_(c0) < oo nach (0.1.1), es folgt

W, 2) LYW, 2, — 7)WL 2+ W —-20) D W 2 - WL Z0).

(1.4.3)



1.5. Hilfssatz.

(a) Fiir jedes beschrénkte Z € %, existiert eine monoton nichtfallende Folge von Zeitrenten
(Z)n wiein (0.1.2), die gleichméfBig gegen Z konvergiert.

(b) Fiir jede reguldre Bewertung W und jede Zeitrente (0.1.2) gilt

oo

W(.2)=>Y zW(,e,). (1.5.1)

J=0

Bewezs.
zu (a): O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass Z(oco) = 1. Weiterhin setzen wir

2n 2n
1
Za(t) =Y o Npezeny(®) =5 D 100 @)

=0 i=1

zu (b): Es gilt
ndl. 1 Endl.
W(t, Ze,) E M i, —e) “E M Dwite)  tu>0 mneN
n n n
und
W (t, ze,) Frd 043) W (t,ey), t,u>0,z¢€R. (1.5.2)

Also gilt fiir jede Zeitrente (0.1.2)

W(t, Z) Mono.Add. \/ Z W(t, Zjﬁtj) (1.5.2L1.4.2) Z ZjW(t, Etj)> t>0.
§=0

neN j=0



1.6. Hilfssatz. Fiir jede regulire Bewertung W ist K gemif (1.2.2) eine Kapitalfunk-
tion und es gilt

K(t)
oL tu> 0. (1.6.1)

Insbesondere gilt (1.2.1) fiir jede Zeitrente (0.1.2).

W(t,e,) =

Beweis.

Ist Z € Z, eine Zeitrente (0.1.2), so folgt (1.2.1) unmittelbar aus Hilfssatz 1.5. und 1.6.
Zum Nachweis von (1.6.1) setzt man w(t,u) := W(t,€,). Setzt man Z = €, in (1.1.6) ein,
so folgt aus (1.5.2)

Wt es) S0 W (4 W (u, e0)en) V2D Wik, e,) - Wt ),

also

w(t,s) =w(u,s) - w(t,u), s,t,u > 0. (1.6.2)

Durch Einsetzen von u =t folgt

UJ(t,t) ensi_tivit'dt 1, t Z (), (1()3)
sodass sich mit s =t¢
(t,u) = ! t,u >0 (1.6.4)
w u u .0.
’ U}(U, t)’ T

ergibt.
Zusammengefasst gelten nun die folgenden Aussagen
1. K(0) = w(0,0) "&¥ 1.
2. K:t— w(t,0)=w(0,t)"" ist rechtsseitig stetig. (Unmittelbarkeit)

K(t) Defwonw q(t,0) (1.6.2)s=0 De f.vonw
3. ﬁ = —w((u,O)) = w(tu) =" W(te) tu>0.

4. K ist monoton nichtfallend (0 < s<t=0< 7 := Ts,00) — 1@100)) =

(1.4.2) Add.(1.4.1)

0 < W(0,2) "L w,e) - W(0,6) "L R




Beweis von 1.2 (b)

Eindeutigkeit: Aus (1.2.1) folgt mit a(ey) = ﬁ =1

K(t) K(t) @61
K) === K(0)
Existenz: Es geniigt die Beziehung (1.2.1) nur fiir Z € 2, mit kompaktem Tréger nachzu-
weisen. Dies ist deshalb ausreichend, weil Z = sup,,cy Z,, und fiir reguldre Bewertungen die
Monotonie, (1.2.1) und (1.4.4) gilt. Aus Hilfssatz 1.5 (a) wihlen wir eine monoton nichtfal-
lende Folge von Zeitrenten (Z,), die gleichméfiig gegen Z konvergiert. Dann gilt fiir alle

t>0

W(t, 60), t Z 0.

W(t, Z2) ML i wit, Z,) TR K () - lim a(Z,) ML K (4) - a(Z)

n—oo n—oo

1.7. Bemerkung.
Die Voraussetzungen der monotonen Stetigkeit impliziert nicht diejenige der Unmittelbarkeit.
Wir halten hier fest, dass punktweise

1(“,00)(t> = \/ 1[u+%,oo) (t)v t,u >0,

neN

gilt, aber gleichméfig folgendes gilt

Huoo) = V Lt oo
neN
Man bemerke, dass bei der gleichméfigen Konvergenz v in der Indikatorfunktion enthalten
ist, bei der punktweisen aber nicht. Daher kann man, wenn das Supremum als kleinste obere
Schranke im Funktionenverband %, interpretiert wird, die Bedingungen der Additivitat und
Unmittelbarkeit zusammenfassen zu

W(.2)=\ W(.2Z.), (Zu)nen C Z, /' beschriinkt,
nel (1.1.4)

Z:=\/ Z, (Z, € Z, ¥n e N.)

neN

Diese Eigenschaft wird auch als starke Beppo-Levi-FEigenschaft bezeichnet. Offenbar impli-
ziert die starke Beppo-Levi-Eigenschaft die Unmittelbarkeit und die monotone Konvergenz.
Aus Hilfssatz (1.3) ist aber auch bekannt, dass jede Bewertung W die starke Beppo-Levi-
Eigenschaft erfiillt. Da nach dem Satz von Norberg jedoch eine jede Bewertung W von der

Form (1.2.1) ist, folgt die starke Beppo-Levi-Eigenschaft also auch aus der Unmittelbarkeit
und der monotonen Konvergenz, weshalb eine Zusammenfassung méglich ist.
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