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Brownsche Bewegung

eindimensionale Brownsche Bewegung

Eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist ein reellwertiger
Prozess mit stetigen Pfaden, t — Wy (w) (w € Q), fiir den gilt, dass

(B1) Wy =0 P-fs.

(B2) L(W; — W,|P) =N (0,t—s) fiir 0 < s <t.

(B3) W; — Wj ist unabhangig von W, — W, fiir
0<r<u<s<t.
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Brownsche Bewegung

Beispiel: eindimensionale Brownsche Bewegung
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Brownsche Bewegung

Definition: mehrdimensionale Brownsche Bewegung

Eine N-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein RY-wertiger
Prozess

W(t) = (Wi(t), ..., Wn (1)),

dessen Komponenten W; (i = 1,..., N) unabhingige
eindimensionale Brownsche Bewegungen sind.
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Brownsche Bewegung

Beispiel: mehrdimensionale Brownsche Bewegung
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Stochastisches Integral

Definition: einfacher stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess {Xi},.(, 1) ist einfach, wenn eine
Zerlegung 0 =t < t1 < ... < tm, =T (mr € N) und beschrankte
F+,_,-messbare Zufallsvariablen ®; : Q@ — R (i = 1,...,my), sowie
®( Zp-messbar, existieren, so dass X;(w) die folgende Darstellung
besitzt

Xy(w) = X (t,0) = Bo(w) - Lgp(t) + 3 Bi(w) - Ly_y e (F)
=1

fur alle w € Q.
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Stochastisches Integral

Definition: einfaches stochastisches Integral

Fiir einen einfachen Prozess { X}, 7} ist das stochastische
Integral I,(X) fiir t € (tg,tg+1] (kK =0,...,my) definiert durch

t
def def
It(X)=e/Xde £ E O;(Wy, — Wy, ) + @pps (W — W4, ).
0 =1
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Ito-Kalkiil

It6-Prozesse: Definition

{(X(2), #) }repo,00) Wird als reellwertiger 1t6-Prozess bezeichnet,
wenn er fiir alle t > 0 die Darstellung

t M g
X(t) = X(0)+/0 ,u(s)ds—i—Z/O 0;(s) dW;(s)

P-f.s. besitzt, wobei X (0) Fo-messbar ist, sowie {1:(t)};cp9 ) und
{o()}1e(0,00) Progressiv messbare Prozesse sind mit

t t
/ lp(s)| ds < oo, / 02(s)ds < oo P-f.s.
0 0

firallet>0,i=1,...,M.
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Ito-Kalkiil

It6-Formel: Satz

Seien X (t) = (Xi(t),..., Xn(t)) ein N-dimensionaler It6-Prozess
und f: [0,00) x RY — R eine C12-Funktion. Dann gilt P-f.s.

[, X (@) = f(0,X(0))

/fsSX

+ 2_:/0 i (s, X (s)) dXy(s)

+ = Z/ Faia; (8, X (s)) d(Xi, X;)s

3,j=1
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Ito-Kalkiil

It6-Formel: Satz

alternative Schreibweise

Oft wird die 1t6-Formel in der symbolischen Differentialschreibweise

df (t, X(t)) = %(LX) dt+» gg -(t, X) dX;
i=1
N
41 Z & —L (¢, X)dX; dX;

83313

Z’J

geschrieben.
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Ito-Kalkiil

It6-Formel: Beweisskizze

Die Grundidee des Beweises basiert darauf, die 1t6-Formel erst
einmal fiir Stopp-Prozesse zu beweisen.
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Ito-Kalkiil

It6-Formel: Beweisskizze

[, X(”)(t)) = £(0,X(0) = () + (#%) + (x % %)

th (TX (- 1))(k—tk—1)

— szij (tk_l,X(") (tk—1)> (X](n) (tk) — X](n) (tk—l))

k=1 j:l

*** Z Z f:cl;c] tk: 1777k)

k 1i,5=1
(Pt - X (1)) (X0 (0) - X (1))
-
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Ito-Kalkiil

It6-Formel: Beweisskizze

Zum SchluB |asst man die Stoppzeiten gegen oo laufen und erhalt
aufgrund der Stetigkeit von It6-Prozessen die Behauptung.
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Finanzmathematische Begriffe

Definition: Preis-Prozess

Ein Preis-Prozess {S;},.(, 7y ist ein N-dimensionaler
stochastischer Prozess

Si = S(t) = (So(t), ..., Sn—1(t)),

der den Preis der einzelnen Assets im Marktmodell zum Zeitpunkt
t € [0,T] angibt. Wir nehmen stets an, dass Sy(¢) den Preis des
risikofreien Assets zur Zeit ¢ reprasentiert. Die zu dem Preis-Prozess
{St}te[o,T] gehdrige Filtration bezeichnen wir im Folgenden stets

mit F° = {gts}te[o,T]'
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Finanzmathematische Begriffe

Definition: Handelsstrategie

Eine Handelsstrategie
hi = h(t) = (ho(t), hi(t), ..., An—1(t))

ist ein N-dimensionaler ﬁts—adaptierter Prozess, der die Anzahl der
Einheiten angibt, die zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] von den
zugrundeliegenden Assets und des zugrundeliegenden risikolosen
Finanztitels gehalten werden. Dabei wird stets angenommen, dass

E (/OT(hi(t))th) <oo (i=1,.,N—1), /OT Iho(t)| dt < 0.
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Fmanzmathematnsche Begriffe

Definition: Werte-Prozess

Der Werte-Prozess V(t, h) beziiglich der Handelsstrategie
{he}ieo.ry und des Preisprozesses { St} 7y ist gegeben durch

d N-1

e

V = hi(t
=0

hual
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Finanzmathematische Begriffe
Definition: Arbitrage

Eine Arbitrage-Moglichkeit auf einem Finanzmarkt ist eine
selbstfinanzierende Handelstrategie h, so dass
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Black-Scholes Modell
Annahmen

(F1) Leerverkdufe sind generell in unbegrenzter Héhe zugelassen.

(F2) Es existieren keine Transaktionskosten oder
Handelsbeschrankungen.

(F3) Der Markt ist unendlich liquide.
(F4) Der Assetpreis ist strikt positiv.
(F5) Ein Asset ist beliebig teilbar.

(F6) Der Markt ist arbitragefrei.

(F7) Es werden keine Dividenden gezahlt.
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Black-Scholes Modell
Definition

Das Black-Scholes Modell besteht aus zwei Assets, deren
jeweilige Entwicklung wie folgt beschrieben werden kann
dSo(t) = T‘S()(t)dt
dSl(t) = uSl(t)dt + O'Sl(t)dW(t),

wobei > 0, 1 und o > 0 als konstant angenommen werden und
W (t) eine (Standard-)Brownsche Bewegung ist (¢ € [0,7]).
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Black-Scholes Modell

Beispiel: S1(0) = 1000, p = 0.05, o = 0.3 und Zeitbereich [0, 1]

1800p

1600

0 0.1 02 03 04
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Black-Scholes Modell

lognormaler Assetpreis

Fiir den Aktienkurs im einfachen Black-Scholes Modell, gilt

Sy (t) = S1(0) exp ((u — %(72) t+ aWt) ,  telo,T).
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s w .
Europaische Optionen
Definition

Eine europdische Call-Option ist ein Vertrag, der dem Kaufer das
Recht gibt, jedoch nicht die Pflicht, eine Einheit eines
zugrundeliegenden Assets zu einem vorher vereinbarten
Ausfiihrungspreis K zum Ausfiihrungszeitpunkt T' zu kaufen.

Bezeichnet S den Preis des zugrundeliegenden Assets zum
Ausfiihrungszeitpunkt T, dann ist der Wert einer europdischen
Call-Option zum Ausfiihrungszeitpunkt 7', seine sogenannte
Auszahlung g, gegeben durch

Sr— K fir S > K,
0 fiir STSK
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Black-Scholes Modell

Satz: Losung

Der Preis ppg(z,t) einer Europdischen Call-Option zum Zeitpunkt
t € [0,T) betragt im Black-Scholes Modell

pes(z,t) = N (di(z,t)) — Ke " TN (dy(x, 1)),
mit
_log (%) + (r+30%) (T~ 1)

d]_(IE,t)— O'\/T’——t )

dQ(LE,t) :dl —U\/T—t,

17
— e 2 dy.
V2T J—o
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Black-Scholes Modell

Beispiel: Losung fiir K = 100, r = 0.02, o = 0.3 und Zeitbereich [0, 1]

p, (1)

100

t (Zeit) ©0° x (Aktienpreis)
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Black-Scholes Modell

Put-Call Paritat

Put-Call Paritat

Seien ein europaischer Call und ein europdischer Put, beide mit
Ausfiihrungspreis K und Ausfiihrungszeitpunkt T', gegeben.
Bezeichnen weiterhin p.(-,) : (0,00) x [0,7] — R und

Pp(-,+) 1 (0,00) x [0,T] — R die zugehdrigen Preisfunktionen, dann
gilt die folgende Beziehung

pp(z,t) — pe(x,t) = Ke Tt _ z, (z,t) € (0,00) x [0,T].
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1t6-Diffusion

Eine (zeit-abhangige) I1t6-Diffusion ist ein stochastischer Prozess
Xi(w) = X(t,w) : [0,00) x Q — RY, der einer stochastischen
Differentialgleichung der Form

dX; = p(X,)dt + o(X,)dW;,  te[0,00), Xo=u,

geniigt, wobei {VVt}te[o,oo) eine M-dimensionale Brownsche
Bewegung ist und u(-) : RV — RN, o(-) : RNV — RV*M dje
folgende Bedingung erfiillen

(@) — p)| + lo(z) —o(y)| < Lz —yl,  z,y €RY,

d.h.  und o sind Lipschitzstetig.
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.« . . . A . .
Infinitesimaler Generator einer 1t6-Diffusion
Definition

Sei {Xi}c(0,00) €ine zeitabhingige 1to-Diffusion in RN . Der
(infinitesimale) Generator A von X ist durch

def 1. E(f(X3)) — f(2)
Af(z) = i ;

, zeRY

definiert. Die Menge der Funktionen f : RNV — R fiir die dieser
Limes in z existiert, wird mit D4(x) bezeichnet. D4 bezeichnet die
Menge der Funktionen fiir welche der Limes fiir alle z € RY
existiert.
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Zusammenhang It6-Diffusion - Generator

Sei {Xit}e(0,00) €ine Ito-Diffusion mit
dXt = /,L(Xt)dt i O'(Xt)th.

Ist f € C2(RY), dann ist f € D und

N
0
Af(@) =Y () oL 4
i=1 v i
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Satz von Feynman-Kac
Teil 1

Seien f € C2(RY), » € C(RY) und r nach unten beschrinkt.
Weiterhin seien {X;},.( . eine 1to-Diffusion und A der von
{Xt}ep0,00) erzeugte Generator. Sei

t
v(z,t) =E* [exp (—/ r(Xs)ds) f(Xt)] .

0
Dann erfiillt v das folgende Cauchy-Anfangswertproblem

—v(x,t) = Av(x,t) — ro(zx,t) (z,t) € RY x (0, 00)

v(z,0) = f(x) zeRN.
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Satz von Feynman-Kac
Teil 2

Ist weiterhin w(z,t) € C>1(RY x R) beschrankt auf RY x K fiir
alle kompakten Intervalle K C R und ist w eine Ldsung von

%v(w,t) = Av(z,t) — ro(z,t) (z,t) € RY x (0, 00)
v(z,0) = f(z) z e RY,

dann ist w(zx,t) = v(z,t) durch

o(z, 1) = B [exp (— /0 tr(Xs)ds) f(Xt)]
——
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a . . .
risikolose Preisfindung
Idee
- -

Bei der Preisfindung mittels dquivalenter Martingalmale folgt man
der Idee, den Preis der Option einfach als abdiskontierten Wert der
Auszahlungsfunktion g zu betrachten. Das heillt, folgt der
Assetpreis dem Prozess

dSl(t) = MSl(t)dt + aSl(t)th,

dann ist
p(z,0) =E (e7"g(S1(T)))
AR
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a . . .
risikolose Preisfindung
Problem

Nun besteht jedoch das Problem, dass bei 1 # r daraus eine
Arbitrage-Mdglichkeit (im Gegensatz zu Annahme (F6)) resultiert.
Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der abdiskontierte Preis
Si(t) = e"S;(t) kein Martingal mehr ist, da aus der It6-Formel
folgt, dass

dSi(t) = (1 — )81 (t)dt + o 51 (£)dW,.

Ist nun s # r so verschwindet der Drift-Term, S (¢)dt, in obiger
Gleichung nicht.
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Analytizitdt der Lésung Gewsdhnliches Black-Scholes Modell
Gewichtete Anfangsdaten Zusammenhang SDE - PDE
Numerische Behandlung und Simulation risikolose Preisfindung

.s . . . .
aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmal}
Definition

Ein Wahrscheinlichkeitsmal P* auf 3@5 wird als dquivalentes
MartingalmaR beziiglich eines Marktmodells mit Zeitbereich [0, 7]
bezeichnet, wenn es die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt

@ P* ist auf .Z#° iquivalent zu P. (Fiir alle A € .79 gilt
P(A) =0« P*(A) =0.)

@ Alle abdiskontierten Preisprozesse (des jeweiligen
Marktmodells) sind im Zeitintervall [0, 7] Martingale unter P*.
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Grundlagen der Finanzmathematik Brownsche Bewegung

Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitdtsmodell 1t86-Kalkiil
Existenz und Emdeutlgl e 3 Finanzmathematische Begriffe
e 3 Gewdhnliches Black-Scholes Modell
G:—\/\chtets Anfangsdaten Zusammenhang SDE - PDE
Numerische Behandlung und 5|mu|2t|un risikolose Preisfindung
Satz von Girsanov
Teil 1

Sei Y(t) € RY ein It6-Prozess von der Form

4Y () = plt,w)dt + olt,)dW (D), (tw) € [0,T] x 2,
mit W(t) € RM, p(t,w) € RY und o(t,w) € RV*M_ Weiterhin sei
angenommen, dass Prozesse O(t,w) € (L°[0,T])* und
a(t,w) € (L°[0,T])N existieren, so dass

o(t,w)0(t,w) = p(t,w) — alt,w), (t,w) € [0,T] x Q.

Fir ¢t € [0, T] setzen wir

t t
€2 = exp (—/0 O(s,w)dWs — %/0 02(s,w) ds)
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Grundlagen der Finanzmathematik Brownsche Bewegung

Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitdtsmodell 1té-Kalkiil
Existenz und Eindeuti der Lésung Finanzmathematische Begriffe
Analytizitdt der Lésung Gewsdhnliches Black-Scholes Modell
Gewichtete Anfangsdaten Zusammenhang SDE - PDE
Numerische Behandlung und Simulation risikolose Preisfindung
Satz von Girsanov
Teil 2
- -
und

dP*(w) = £2(w)dP(w) auf FY.

Angenommen, £° ist ein Martingal (beziiglich .ZY und P). Dann
ist P* ein Wahrscheinlichkeitsmall auf 37%/ und der Prozess

wH(t) < / t@(s,w)derW(t), (t,w) € [0,T] x Q
0

ist eine Brownsche Bewegung beziiglich P*. Weiterhin hat Y (¢)
beziiglich W*(t) die folgende Darstellung

dY (t) = a(t,w)dt + o(t,w)dW*(t), (t,w) € [0,T] x €.
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Grundlagen der Finanzmathematik Brownsche Bewegung
Das ()mstkm llhlx—nbegb Volatilitatsmodell 1t86-Kalkiil
ler L&s Finanzmathematische Begriffe

Gewdhnliches Black-Scholes Modell
Zusammenhang SDE - PDE
risikolose Preisfindung

dquivalentes Martingalmal
fir das Black-Schole Modell

Satz: dquivalentes Martingalmal}

Das dquivalente Martingalmal fiir das Black-Scholes Modell ist
durch
dP* = £2dP
mit
&8 =exp | — (,u—r) Wap =
g
gegeben.
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Grundlagen der Finanzmathematik

Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell Stochastisches Volatilitstsmodell

Existenz und Elndeutl. k der L& : Ornstein-Uhlenbeck Modell

Gewichtete Anfangsdaten dquivalentes Cauchy-Problem

Numerische Behandlung und Simulation

Allgemeines stochastisches Volatilitatsmodell

Definition

Ein stochastisches Volatilitatsmodell besteht aus zwei Assets,
deren Entwicklungen wie folgt beschrieben werden konnen

dSo(t) = rSy(t)dt
dSl(t) = ,U,Sl(t)dt + 0't51(t)th
mit 4 € R, r € [0,00), op > ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0,77] und

{Wi}iepo,r eine Brownsche Bewegung ist. Dabei wird {o+},c(o 1
als der Volatilitats-Prozess bezeichnet.
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Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell Stochastisches Volatilititsmodell

Ornstein-Uhlenbeck Modell

dquivalentes Cauchy-Problem

Ornstein-Uhlenbeck Prozess

Definition

Der Ornstein-Uhlenbeck Prozess (OU-Prozess) ist als Losung
von A
dY, = a(m — Y)dt + fdZ,,  te[0,T],

mit Konstanten a > 0, 8 > 0 und m € R definiert.
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gen der Finanzmathem
Das Ornstein-Uhlenbeck olatllltats

Stochastisches Volatilitdtsmodell
Existenz und Elnd»u

Ornstein-Uhlenbeck Modell

dquivalentes Cauchy-Problem

Numeris:

Ornstein-Uhlenbeck Prozess

Lésung

Die Losung eines Ornstein-Uhlenbeck Prozesses kann durch
t A
Y, =m+ (Yo —m)e ® + ﬂ/ e =9 qz,.
0

angegeben werden. Das heillt Y; ist
N (m + (Yo — m)e~t, & (1- e‘zat)> verteilt.

) 2
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell
Existenz und Eindeut

Stochastisches Volatilitdtsmodell
Ornstein-Uhlenbeck Modell

Analytizitdt der 3quivalentes Cauchy-Problem

Gewichtete Anfang
Numerische Behandlung und Simulation

Ornstein-Uhlenbeck Prozess
Beispiel: « =5, =1 und m =3

Yt

[ 0.1 0.2 0.3 0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t (Zeit)
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell
e

Stochastisches Volatilitdtsmodell
Ornstein-Uhlenbeck Modell
dquivalentes Cauchy-Problem

Existenz und Eindeutigkeit d
Analytizitat der L6
Gewichtete Anfangsd
Numerische Behandlung und Simulation

OU-Volatilitatsmodell

Definition

Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell besteht aus zwei
Assets, deren Entwicklungen wie folgt beschrieben werden kénnen

dS()(t) = T‘S()(t)dt
dS1(t) = uS1 (t)dt + 571 (t)f(Yt)dW(t)

Ay (t) = a(m = Y (£)dt + B (p(t) dW (1) + /1= p(t)2 dZ (1))

mit Konstanten m € R, 8 > 0 und a > 0, sowie

fC)R—=(f, f+), 0< fo<fy<o0
p(+) : [0,T] = (=po, po), 0<po <l
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Stochastisches Volatilitdtsmodell
Ornstein-Uhlenbeck Modell

dquivalentes Cauchy-Problem

v
Numerische Behandlung und blmulqtlun

OU-Volatilitatsmodell
Beispiel: f(-) = exp(-), « = 155, 8 = 15.58, v = 2.36, p = —0.2, u = 0.4170 und
m = —2.3086 fiir den Zeitbereich [0, ] (2 Monate)

8, (Aktienkurs)

0.14

t (Zeit)
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Grundlagen der Finanzmathematik
e Ol Uiltailacle W Stochastisches Volatilitdtsmodell

Existenz und Eindeutig| i r g Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

g
G:—\/\c htete Anhnosdqtsn
Numerische Behandlung und blmulqtlun

dquivalentes Martingalmal

Ein dquivalentes Martingalmal P* auf der Filtration .%7 im Modell
(4) ist gegeben durch
" =¢PdP
mit
1 T 2 2 2 T )

e _ _Z (1) (2) _ (®)

13 exp 2/0 <(@s)+(@s)>ds ;/0 eWaw, |,
o — k-1

! f(Y2)
e = v, teloT),
wobei {'Yt}te[o,T] ein beliebiger beschrankter, .%#;-adaptierter
Prozess ist.
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilita

Existenz und Eindeutie Stochastisches Volatilitaitsmodell

Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

Gr—\/\c htete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Cauchy-Problem

Ausgangsendwertproblem

Die Preisfunktion fiir eine europdische Option im

OU-Volatilitdtsmodell mit Auszahlungsfunktion g € C2(R) erfiillt

das folgende Cauchy-Endwertproblem:

(x,t) + Lsymoyp(z,t) =0 (x,t) € (0,00) x R x [0,T)
p(z,T) =g(z) =€ (0,00) xR,

0
ot

mit
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Das OV"Ste' Stochastisches Volatilititsmodell

Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

Numerische Behandlung und Simulation

Cauchy-Problem

Ausgangs-Differentialoperator

2 2
0? 0
£SVMOU = Z aij(ai, t)m -+ Z bz(l’, t)a_(l,'z -+ C(LU, t)
dg=Ii i=1

a12($,t)) _ 1 ( a3t f(x2)? P(t)ﬁwlf($2)>
(t) B f(2) B

=

bi(z,t)\ Iy
(b2(a;, t)) a (a(m —x2) — B (p(t) berd 4 (8, 2) /T — p(t)2>>
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Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell Stochastisches Volatilititsmodell

Ornstein-Uhlenbeck Modell

aquivalentes Cauchy-Problem

Cauchy-Problem

Transformation

S’t _ er(T—t) S,
X, =In(S;) = In(Sy) + (T —t),
Y =m+ e Ty, —m).
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilita

Existenz und Eindeutie Stochastisches Volatilitaitsmodell

Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

Numerische Behandlung und Simulation

Cauchy-Problem

engiiltiges Endwertproblem

Sei p durch
B(Xe, Ve t) = &' T0p(Sy, Y, t) = & TIE (7T Vg (57)|.F),
definiert, also
plx1, z0,t) = " T 0p (eml_r(T_t), m + 2T (zy —m), t) .
Dann erfiillt p das Cauchy-Problem
0 _ -
ap(w,t) + Lsymp(x,t) =0 (z,t) € R2 x [0,T)
Bz, T)=g(z) (z) €R%
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Das Ornstel

Stochastisches Volatilitdtsmodell
Ornstein-Uhlenbeck Modell

aquivalentes Cauchy-Problem

Numerische Behandlung und Simulation

Cauchy-Problem

endgiiltiger Differentialoperator

def
Lsvy =

%
Z a;j(x,t)

92 0
97 8w]+zb xta

i=1

a(zy,x2,t)

i,j=1

~5(0 (o0

i
B

(xz, t

b(wl, T2, t)

c(xy, xa,t)

9, t)2

+ c(x,t)
mwﬂWJmm>

o) B

—3f(a2,1)?

Y0 4 5o 01— 9
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell

Stochastisches Volatilitdtsmodell
Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

Existenz und Eindeu der L

Numerische Behandlung und Simulation

aquivalentes Cauchy-Problem

Sei die Preisfunktion p durch
p(Si, Yi, t) = E*(e"Tg(S7)| 7),
gegeben. Weiter sei u durch
u(zy, T2,t) = 'p (exl_rt, m+ e (xg —m), T — t)

definiert. Dann erfiillt v das Cauchy-(Anfangswert-)Problem

ou(z,t)

5 Lsvm(x, T —t,Dy)u(z,t) =0 (z,t) € R? x (0,T]

u(@,0)=g(z) =z €R?

Carsten Erdmann Analytische Methoden und die Black-Scholes Modelle



Grundlagen der Finanzmathematik
DER Or?sj:eln—Uhlel-!beck Y?I?.t'hta_tsn.jc_’de” Stochastisches Volatilitaitsmodell
Existenz und Eindeutigkeit der Lsung

Ornstein-Uhlenbeck Modell
aquivalentes Cauchy-Problem

Numerische Behandlung und Simulation

Cauchy-Problem

endgiiltiger Differentialoperator

Lsyn(z,t, Dy) &

a(x1,me,t) =

b(a:l, 2, t)

Il

o(w1,x9,t) =
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Grundlagen d
Das Ornstein
Existenz und Eindeutigkeit der Lésun Galerkin-Methode

Analytizitdt der L&sur abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Galerkin-Methode

Idee

Es wird versucht die Lésung des Cauchy-Anfangswertproblems

%u(m,t) 4= L@, 6 Dl 0 = 0 (z,t) € R? x [0, T]

u(z,0) =uy = € R?

(AWP)

ausgehend von einer Projektion auf einen endlichdimensionalen
Vektorraum zu konstruieren.
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Galerkin-Methode
abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Behandlung und Simulation

Galerkin-Methode

Konstruktion

Seien wy, = wy(z) (k € N) hinreichend glatte Funktionen, so dass
die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(E1) {wg}ze, ist eine Orthogonalbasis von H'!(IR?).
(E2) {wg}re, ist eine Orthonormalbasis von L%(R?).
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ir
Exnstenz und Eindeutigkeit der Lésun Galerkin-Methode

Analytizitdt der L&sur abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Konstruktion

Sei nun m € N fest, dann suchen wir nach Funktionen
U, : [0,7] — H'(R?) von der Form

:eid

k=1

=

Dabei wollen wir Koeffizienten d¥,(t) finden, so dass

dy, (0) = (uo, wi) r2(2)

und

< d um,wk> +Blupm, wi;t] =0 (te0,T); k=1,..,m).
di 12(R2)
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitdtsmodell
Existenz und Eindeu Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete nhn
Numerische Behandlung und blmu ion

Konstruktion

Da {wy};2, eine Orthonormalbasis von L?(R?) ist, gilt

d o d oy
(o) = G0
B, wi; t] = Y _ ep(t)dh, (),
=1

mit ey (t) = Blwy, wy; t] (k,1 = 1,...,m). Damit erhalten wir

m
—dk Z =0, (k=1,..,m)

k _
dm(0) = (U0, wi) £2(R2)-




Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell
Existenz und Eindeutigkeit der Lésung Galerkin-Methode

Analytizitdt der Lésung abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Galerkin-Methode

Existenz und Eindeutigkeit

Seien der Differentialoperator Lcgychy(2,t, Dy) gleichmaRig

elliptisch, die Koeffizientenfunktionen von Lcguchy (2, t, D)

Lebesgue-messbar und beschrankt und sind die Anfangsdaten
Uug € L2(R2).

Dann existiert eine eindeutige schwache Ldsung
u € L?(0,T; H*(R?)) des Cauchy-Anfangswertproblems

%u(m, 6)) = Lemerl @, 6, D olm, ) = 0 (z,t) € R? x [0, T]

u(z,0) =ug = € R?
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Das Ornstein-L nbeck Vol4t|l|t4t>mudc|l
Existenz und Elndeutlgkelt der Lésung Galerkin-Methode
ta

abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Beha

Beweisskizze

Eine a-priori Abschatzung

Es existiert eine Konstante C' die nur von T und den Koeffizienten
von Lcquchy(x,t, D;) abhédngt, so dass

OfgféXTHum( 2@y wmll L2078 (R2))

< CJuoll2(r2)
L2(0,T; H-1(R2))

fir m € N.
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Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Abstrakte Halbgruppentheorie

Idee

Wir betrachten auf dem Banachraum X das abstrakte Problem

d
Zu) +A@u(t) =0 te (0.T]
u(0) = ug

(AP)

mit einem zeitabhangigen Operator A(t).
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Grundlag;
Das Ornstein-Uh a ode
Existenz und 6 Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische B

Abstrakte Halbgruppentheorle

Idee

Ist der Operator A(t) = A unabhingig von ¢, so kann man
erwarten, dass fiir ug € L?(R?) ein linearer Operator U(t) in
(t € [0,T]) existiert, so dass

und U(t)U(s) = U(t + s), genauer U(t) = exp(—tA).
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsr ell
Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

Analytizitdt der Lésung abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Abstrakte Halbgruppentheorie
Idee

Betrachten wir nun einen Operator A(t) der von ¢ abhangig ist,
dann versuchen wir eine Verallgemeinerung dieser Idee
vorzunehmen. Dazu bendtigen wir den zweiparametrigen
Losungsoperator U (t, s) (0 < s <t < T). Wir wollen erreichen,
dass wir die Lésung ebenfalls in der Form

u(t) = U(t, 0)ug

angeben kdnnen.
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Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Gewichtete Anfang sd’atsn
Numerische Behandlung und blmulqtlun

Fundamentallosung

Definition

Eine Fundamentallésung zu dem Problem (AP) erfiillt fiir
0 < s <r <t<T die folgenden Eigenschaften:

(t,s) — U(t, s) ist eine stark stetige Funktion
U(t,r)U(r,s) =U(t,s)
U(s,s)=1d

t
UGt )|z < oxp ( / HA(r)HB(X)dT)

0
&U(t’ s)+A)U(t,s) =0
%U(t, s) =Ul(t,s)A(s)
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Galerkin-Methode
abstrakter Halbgruppenansatz

Gewichtete Anfang sd’atsn
Numerische Behandlung und blmulqtlun

Annahmen

(P1) Der Definitionsbereich D(A(t)) = D(A) von A(t) ist
unabhingig von ¢.

(P2) Fiir t € [0,T] existiert (A — A(t))~* fiir alle A mit
Me(N) < 0 und es existiert eine Konstante M < oo, so dass

_ M
A= A®) HIpx) < BIFSE Re(A) <0, t€[0,T].

(P3) Es existieren Konstanten a € (0,1] und L > 0, so dass

[|A@®)A(r)~" — A(s)A(r) 1HB(X) < Lt —s|*

fur alle s, t,r € [0,T7.
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell
Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

Analytizitdt der Lésung abstrakter Halbgruppenansatz
Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Analytische Halbgruppe

Satz: Aquivalenz

Sei {T'(t)},c[0,0c) €ine gleichmaRig beschrénkte Halbgruppe, A der

infinitesimale Generator dieser Halbgruppe und 0 € p(A). Dann

sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Es existiert ein § € (0,7), so dass {T(t) }ep0,00) 2u €iner
analytischen Halbgruppe in den Sektor

v {z € C:|arg(z)| < ¢}

fortgesetzt werden kann und ||T'(2)||g(x) in jedem
abgeschlossenen Teilsektor Ay (8 < &) von Ag gleichmiRig
beschrankt ist.
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Das Ornstein latilita el
igkei 5 Galerkin-Methode

Existenz und
Ss abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische

Analytische Halbgruppe

Satz: Aquivalenz

(b) Es existiert eine Konstante C' < oo, so dass fiir alle ¢ > 0, 7 # 0
(o 37) = ) ) <
(c) Es existieren § € (0,%) und M > 0, so dass
p(A) > zdff{xec : |arg(V)| < g+5}u{o}

und

[[(A—A)~ ||B(X)_ e AEX, A#O.
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Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Analytische Halbgruppe

Satz: Aquivalenz

(d) T(t) ist fur ¢t > 0 differenzierbar und es existiert eine Konstante
C < 00, so dass

¢
t )

[[AT(t)||x) < t>0.
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Grundlagen der Finanzmathematik
Das Ornstein-Uhlenbeck Volatilitatsmodell
Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode
Analytizitdt der Lésung abstrakter Halbgruppenansatz

Gewichtete Anfangsdaten
Numerische Behandlung und Simulation

Existenz
Satz

Unter den Annahmen (P1)-(P3) existiert fiir 0 < s < ¢t < T eine
Fundamentallésung U (¢, s) von (AP). Fiir 0 < s <t < T gelten:

1. Es existiert eine Konstante C' < oo, so dass
|UE, )|l < C.

R(U(t,s)) C D(A).

Der Operator %U(t, s) existiert als ein Element von B(X).
LU(t,s)+A(t)U(t,s) =0.

Es existiert eine Konstante C' < oo, so dass

= N =

= [A@)U(t, )|l px) < Ct—s)7".
B(X)

0
HaU(t,S)

Carsten Erdmann Analytische Methoden und die Black-Scholes Modelle



Galerkin-Methode
abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Behandlung und Simulation

Existenz
Satz

3. Es existiert eine Konstante C' < oo, so dass
AU (t, 5)A(s) | px) < C.

4. U(t,s)u ist fir alle t € (0, 7] und alle u € D(A)
differenzierbar beziiglich s € [0, 7] und es gilt
0

%U(t’ s)u=U(t,s)A(s)u Yu € D(A).
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Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Konstruktion der Fundamentall6sung

Wir setzen
Ult,s) & e=t=946) Ly w(t,5), (0<s<t<T).

Dann suchen wir ein R, so dass

t
W0 L / e~ =7AC) p(r. 5 dr.
S
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Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Konstruktion der Fundamentall6sung

oo

R(t,s) = > Rmnl(t,s),

m=1

Ron(t, 5) = / Ru(t, ™) Rn_1 (7, 5) dr,
Ri(t,s) = —(A(t) — A(s)) exp(—(t — ) A(s)).
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Abstrakte Halbgruppentheorie

Existenz und Eindeutigkeit

Existenz und Eindeutigkeit

Seien der Operator A dicht in X definiert, abgeschlossen, —A(t)
der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe und
A(t)A(0)~! holderstetig.

Dann existiert eine Fundamentallosung U(t,s) (0 <s<t<T)
von (AP), so dass die Losung u wie folgt angegeben werden kann:

u(t) = U(t,0)ug (+ /0 tU(t, s)f(s) ds)
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Zshg. Differentialoperator - abstrakter Operator

Definition

Im Folgenden wollen wir mit A(t) denjenigen Operator bezeichnen,
der durch Blu, v;t] bzw. Lcauchy(2,t, D,;) definiert wird. Genauer
setzen wir

<'A(t)u7 u>L2(]R2) = B[”v Uu; t]a te [07 T]
und

D(A®t)) = {u e L*: A(t)u € L*(R?)},

fir u € D(A).
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Anwendung auf Cauchy-Problem

Annahmen

Sei Blu,v;t] die durch Loguchy(x,t, D;) definierte
Sesquilinearform.

(H1) Es existiert eine Konstante M < oo, so dass
| Blu, v; 8| < Ml[ul|g1®e) ||v]| g1 ®2)

fiir alle u,v € H'(R?) und t € [0,T].
(H2) Es existiert eine positive Zahl § > 0 und eine reelle Zahl
ko > 0, so dass

Re (Blu, uit]) 2 [l oy — kol 122z

fiir alle t € [0, 7] und u € H*(R?).
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Existenz und Eindeutigkeit der Lsung Galerkin-Methode

abstrakter Halbgruppenansatz

Anwendung auf Cauchy-Problem

Annahmen

(H3) Es existiert ein o € (0, 1] so dass
[Blu,v3 ] — Blu,vi]] < Kt — sl llullis g ol gy

fiir alle t € [0, 7] und u,v € H*(R?).
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Numerische F}ehandlung und Simulation

Existenz und Eindeutigkeit

Sind die Voraussetzungen (H1)-(H3) erfiillt, so existiert eine
Konstante k > 0, so dass die Familie der Operatoren
{A(t) + k},cp0,7) die Annahmen (P1) bis (P3) erfiillt.

Satz: Existenz und Eindeutigkeit

Erfiille die Familie £(z,t, D;) (t € [0,T]) die Bedingungen
(H1)-(H3). Dann besitzt das Cauchy-Problem (AWP) fiir
ug € L?(R?) eine eindeutige Losung.
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Numerische Behandlung und Simulation

Beweisskizze:

Sei L(z,t,D,) ein gleichmaBig (stark) elliptischer Operator zweiter
Ordnung auf U C RY. Dann existiert eine Konstante C' < oo, die
nur von U und N abhingt, so dass

lullzraqey < C (I£(@,t, Da)ullaqey + lull2gem) )

fiir alle w € H?(R™) und fast alle t € [0, T7.
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Galerkin-Methode
abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Behandlung und Simulation

Beweisskizze:

Sei L(z,t,D,) ein gleichmaRBig (stark) elliptischer Operator zweiter
Ordnung auf U C R . Dann existieren Konstanten C' > 0, R > 0
und 0 <9 < 7, so dass

C
lull2@yy < 57 A+ L2, 8, Da))ull 2wy (A #0)
Al

fiir alle w € H2(R™) und A € C mit |A\| > R und
9 —m <arg(\) <mw—1.
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abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Behandlung und Simulation

Anwendung auf Cauchy-Problem

Annahmen

(H4) die Koeffizienten von Blu,v;t] sind Lebesgue-messbar. )i

Satz: Existenz und Eindeutigeit

Sind die Annahmen (H1), (H2) und (H4) erfiillt, so besitzt das
Cauchy-Problem (AWP) eine eindeutige schwache Ldsung
u € L%(0,T; H(R?)).
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Galerkin-Methode
abstrakter Halbgruppenansatz

Numerische Behandlung und Simulation

Beweisskizze

Man setzt
Bofu, v: ] dze"/ inlt—)Blu,vif]ds,  u,v e H(R).

Bildet dann die Fundamentallésung U, (t, s) und zeigt mit Hilfe
einer a-priori-Abschatzung, dass eine schwach konvergente Teilfolge
existiert, die fiir n — oo gegen die Lésung konvergiert
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Analytmtat der L&si
Gewichtete Anfangsdaten
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Gebietsdefinition

Damit wir die Analytizitdt beweisen kénnen, benétigen wir das
komplexe Gebiet O c C? x C mit

T f f

Q( ) g (—r,r)2 e {y eR?: |Yloo < T}

0 —rtiy e Oyl <7} =R +iQ")

ATO’T def {t =re? cC:r> 0,0 € (=%, o),
|Tm(t)| < Tptan(dg),0 < Re(t) < T}

9 & x(0) AT cC?xcC

x(s) def gate

) (ko) & {z =z + iy € C? : |y|oo < roX(5)}

Carsten Erdmann Analytische Methoden und die Black-Scholes Modelle




Annahmen
Analytizitat in der Zeit
Analytizitdt im Raum

Analytizitat der Lésung

Gebietsdefinition

déf{t=0’+’i7’€@:l/o|7’|<0’=8}

E(S)(VO)
A®) (o, v0) € {HW(,@O) x 0 (w) i1 € (0,5)}

AB (ko, vp) & {(z,t) €C2xC: (2t —r) € A (ko ,,0)}

U {Afﬂs)(no,uo) :r e 0,7 — s]} firs<T
A®) (K0, 11) fir s =
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Analytizitat der Lésung
ichtete Anfangsdaten
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Gebietsdefinition
Veranschaulichung des Gebietes O

\imaginéire Achse ,
T'tan(9)
i T/ reelle Achse
-T'tan(d) =
(a) Ag{:’T (b) X (eindimensional)
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Grundlag
Das Ornstein-Uh

Existenz und Annahmen

Analytizitdt in der Zeit

Analytizitdt im Raum

Numerische Behandlung und bln;uht\on
Annahmen
2, @
ECauchy(x;ta Dw) = - Z 67 <a23 z, t )+Zb z, t ([L‘,t)
ij=1""7

(AN1) (i) ay,b;,c € CHO)NLX(O)NAWD) (5,5 =1,2).
(i) ai; € C3(O)NCY (D) (i,5=1,2).
(i) bi,c€ C%2(D) (i=1,2).
(AN2) Der Differentialoperator Lcquchy(2,t, D,) ist gleichmaRig
elliptisch.

(AN3) Die Anfangsbedingung ug liegt in L?(RR?).
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Annahmen
Analytizitit in der Zeit

Gewichtete Anfangsdaten Analytizitdt im Raum

Numerische Behandlung und Simulation

Analytizitat beziiglich der Zeit

Die Analytizitat beziiglich der Zeit lasst sich mit Hilfe der
Halbgruppentheorie und der zuvor konstruierten Fundamentallosung
beweisen.

Erst wird die Analytizitdt unter abstrakten Voraussetzungen gezeigt
und diese Voraussetzungen dann auf den Differentialoperator
Lcauchy(x,t, Dy) libertragen
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Gewichtete Anfangsdaten
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Voraussetzungen

Sei A C C eine kompakte konvexe komplexe Umgebung des
abgeschlossenen Intervalls [0, 7).

(AT1) Der Definitionsbereich D(A(t)) = D(A) von A(t) ist
unabhéangig von t.

(AT2) A(t) ist fiir alle t € [0, T] ein abgeschlossener, dicht in X
definierter Operator. Fiir t € A existiert (A — A(¢)) ™! fiir
alle A mit fRe(A) < 0 und es existiert eine Konstante
M < o0, so dass

M
Al +1°

1 = A@) Mz < Re(A) <0, ¢ € A.

(AT3) A(t)A(0)~! ist eine analytische Funktion in A mit Werten
in B(X).
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Annahmen
Analytizitit in der Zeit

Analytizitat der Lésung AGENNRRET finn (Rew

Gewichtete Anfangsdaten
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Analytizitat

Satz: Analytizitdt der Losung

Unter den Annahmen (AT1)-(AT3) ist die FundamentallGsung
U(t,s) von (AWP) analytisch in (¢, s) fiir t >4 s. Genauer ist die
Fundamentallosung fiir ¢, s € A, t >4 s und fiir ¢ = s definiert und
analytisch in (¢, s) fiir t >4 s.

Schreibweise

Wir setzen ¢ = 5 — . Fiir zwei komplexe Zahlen ¢ und s schreiben
wir dann t >, s, falls t # s und | arg(t — s)| < ¢. Weiter schreiben
wir t >4 s, falls t = s oder t >4 s.
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Beweisskizze

Fiir den Beweis benétigt man das folgende Lemma:

Lemma

Seien P(t,s) und Q(t, s) gleichmaBig beschrankte analytische
Funktionen mit Werten in B(X') welche in
E={(t,s):t,s € At >4 s} definiert sind. Dann kann das Integral

/s " P(t.7)Q(r, ) dr

als eine gleichmaRig beschrankte analytische Funktion in Z definiert
werden.
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Annahmen
Analytizitit in der Zeit

bl clar e Analytizitdt im Raum

Beweisskizze

Die Behauptung wird dann mit Hilfe der Darstellung
Ult,s) & e=t=946) y w(t,s), (0<s<t<T).

def [*
Wi(t,s) :e/ e~ =NADR(r, 5) dr.

der Fundamentalldsung gezeigt.
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Gewichtete Anfangsdaten
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Analytizitdt des Cauchy-Problems
beziiglich der Zeit

Satz: Analytizitdt in der Zeit

Erfiille Loqueny(,t, D;) die Voraussetzungen (AN1), (AN2) und
(AN3). Dann ist die eindeutige schwache Lsung von

%u(m, 6)) =F Lo, &, Dol 6) = O (z,t) € R? x [0, T]

u(z,0) =ug = € R?

aufgefasst als L?(R?)-wertige Funktion, analytisch.
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Analytizitdt im Raum

Vorgehensweise

1. Zuerst beweist man eine a-priori-Abschitzung in L? fiir die
holomorphe Fortsetzung der Lésung von (AWP) auf das
komplexe parabolische Gebiet I‘EFTO)(HO, v) C O C C?xC.
Dabei nehmen wir an, dass die Anfangsdaten wug im
Hardy-Raum H2(X()) liegen.

2. Als nichstes zeigt man, dass Anfangsdaten aus L?(R?) durch
(holomorphe) Funktionen aus H2(%(")) approximiert werden
konnen.
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Analytizitdt im Raum

Vorgehensweise

3. Das Cauchy-Problem (AWP) besitzt fiir Anfangsdaten aus
H2(x%(")) eine eindeutige Losung. Diese erfiillt die
Voraussetzungen fiir die a-priori-Abschatzung.

4. Dies kombiniert man abschlieBend mit der Eindeutigkeit der
schwachen Lésung u = u(z,t) von (AWP) um daraus zu

schlieRen, dass diese schwache Losung der (lokal gleichmiRige)

Limes einer Folge von holomorphen Funktionen in F;TO)

ist und daher selbst holomorph in I‘g[,TO)(mO, V) ist.
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Eine a priori Abschitzung

Sei u: R? x (0,T) — C eine schwache Lésung des
Cauchy-Problems (AWP) mit Anfangsbedingung 1o € L?(R?), so
dass u € C([0, T); L*(R?)) und u eine holomorphe Fortsetzung in
das komplexe Gebiet P%TO)(H(), 1) besitzt. Diese Fortsetzung

bezeichnen wir wieder mit u. Zudem erfiille die Fortsetzung u die
folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes Paar (yo,to) € f‘,_(l—.TO)(Ii(), 1) existiert eine offene
Umgebung G (von (yo, o)) in fngO), so dass

sup / lu(z + iy, t)|? de < oco.
(y,t)eG JRR?
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Eine a priori Abschitzung

(2) Fir festes 71 € R mit vp|71| < 1 gilt

sup / lu(z + iy, (1 + im)o) — ug(z)|? d T
yloo <koX(0) /R?

Dann erfiillt die Fortsetzung u die PDGL (AWP) in F;TO)(K(), )
im klassischen Sinne in jedem Punkt

(z,y,t) ~ (x +iy,t) € FgﬂTO)(KJO, vy), mit den partiellen
Ableitungen beziiglich x und t.
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Eine a priori Abschitzung

Weiterhin existiert eine Konstante Cj € [0, c0), unabhdngig von
ug,w, T (T > Tp), so dass die holomorphe Fortsetzung von u die
Abschitzung

, CoJ (B
/]R2 lu(z + iy, t)|>de < e ® ( o ) <||U0||%2(R2))

fir alle (y,t) € ngO)(no,z/o) erfiillt.
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Eine a priori Abschitzung

AuRerdem gilt die Abschatzung

/ u(m—i—i <O> o + i <0>7’> 2dx
. X1 TO Y, 1 TO
o 2
s s
+ ¢ E Dfulx+i — |y, s+ic | = |7 || dz|ds
° /o /Rz < x (Tc))y 1(T0> )

< () ug |2 gy

fiir alle 0 € (0,7), (y,7) € R?2 x R mit |y|eo < kox(T0) und
I/0|7" < Tp.

Zudem sind die schwache Lésung des Cauchy-Problems (AWP) und

seine holomorphe Fortsetzung in F;TO)(RO, 1) eindeutig.

0V
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Beweisskizze

Nach unserer Annahme (AN1), sind alle Komponenten des
Differentialoperators holomorph in dem komplexen Gebiet
O = x((0) x Agg’T D I‘(TTO)(HO, 0).

Da u in Fg—,TO)(/i(),Vo) holomorph ist und u das Problem (AWP) in
R? x (0,T) im klassischen Sinne erfiillt, muss die Fortsetzung von

u die Gleichung (AWP) auch in F;TO)(/-:O, ) erfiillen.
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Beweisskizze

Weiterhin bendtigt man die

Cauchy’sche Integralformel fiir Polyscheiben

Firz € DM = {z € CN : |zp —yi| <r fiirk=1,..., N} gilt

_ 1 dz1 dzn
fla) = (2mi)N /Yl z1 — X1 /71\, ZN — 33Nf(Z17 = )

wobei 7y, die positiv orientierten Kreise |z — yx| = r sind
(k=1,..,N).
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Hardy-Raum

Der Hardy-Raum 7%(X(")) iiber den Streifen X(") besteht aus
allen holomorphen Funktionen u : X" — C, die eine endliche
Norm ||u||z2 mit

def

lullyez = llullyz@ey = sup [lu(- + iy)llr2me)

yeQ™)

1
2
= sup (/ lu(x —|—iy)\2dm> < 00
yeQ(T) R2

besitzen.
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Fourier-Transformation

Definition

Fourier-Transformierte

Sei F' € L?(RY), dann ist die Fourier-Transformierte f von F
durch

HOF [ PO rhar,  ceRrY
definiert. Wir schreiben auch F(F') = f. Die inverse

Fouriertransformierte F' von f ist durch
F@¥ [ omedefigd,  aeRrY
RN

definiert.
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Existenz und Eindeut Annahmen

Analytizitdt in der Zeit

Analytizitdt im Raum

Satz von Plancherel

@ Sei ' ¢ L*(RY) und sei f die Fouriertransformierte von F,
dann ist

[1F|| 2y = 1 F 1| L2@my-
@ Die Fouriertransformation § ist ein linearer Operator und eine
Isometrie von L?(R?) nach L?(RR?).

@ Die inverse Fouriertransformation ! erhilt man durch
(F'h)(x) = (§h)(—=2) fiir alle h € L%(R?)
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Charakterisierung von Funktionen aus #>

Eine Funktion F' gehdrt genau dann zu H2(X(")), wenn sich F als

F(z +iy) = / Pt e f(t)dt,  zeR? ye Q"
R2

mit einer Funktion f, fiir die

2
||f||ff(%2 & sup (/ |f(£)Pe 4wt dt) -
R2

yEQ(T)

gilt, darstellen l3sst.
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Approximationsresultat
Satz

@ Die Menge der (Restriktionen auf X(") von) F e |J Eg
0<R<o0
bildet einen dichten Untervektorraum vom Hardyraum

H2(X().
@ Die Einschrinkung von H2(X(")) auf R? ist ein dichter
Unterraum des Lebesgue-Raums L?(RR?).
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Beweisskizze
1/2

Paley-Wiener-Schwartz

Sei R € (0,00) und K = [~R, R]%.

Ist f € C5°(K), dann existiert fiir alle m € Ny eine Konstante Cy,,
so dass fiir die inverse Fouriertransformierte F' von f gilt

|F(2)] < Crn(1 4+ |2]) ™eBOmE), 2 e 2,

Andererseits ist jede ganze holomorphe Funktion in C?, die die
obige Abschatzung fiir jedes m € Ny erfiillt, die inverse
Fouriertransformierte einer Funktion aus C§°(K).
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Beweisskizze
92

Isomorphismus

Sei f die Fouriertransformierte von F' € H?(x(")) ‘RQ, also

3 (F|g2) = f- Dann ist die Abbildung F > f ein Isomorphismus
vom Hardy-Raum 7—[2(.‘{(7’))‘R2 in den gewichteten Lebesgue-Raum
L2(R?) = L?(R?, e*"l€l1d¢) mit der Norm definiert durch

itz * ([ 1#€Petehag )
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Annahmen
Analytizitdt in der Zeit

Analytizitdt im Raum

Numerische Behandlung und blmulqtlun

Existenz und Eindeutigkeit
fiir Anfangsdaten aus dem Hardy-Raum #2(x(70))

Satz: Anfangsdaten aus H?(%(70))
Seien die Annahmen (AN1)-(AN2) erfiillt und uy € H2(X(0)).

Dann hat das Cauchy-Problem (AWP) eine eindeutige klassische
Lésung u: O — C.

Diese ist holomorph in © und besitzt eine stetige Fortsetzung auf
2(0) % [0, 7] mit u(-,0) = ug in X(0).

Weiterhin erfiillt u die a-priori-Abschatzung.
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Beweisskizze

Das Problem wird mittels u(©)(z,t) = u(z + ¢, ) fiir
(z,t) € R? x (0,T) und festes ¢ = & + in € X0 transformiert.
Die Existenz und Eindeutigkeit von aus der 'Standardtheorie’.

Die Analytizitat folgt aus der unendlichen Differenzierbarkeit der
Losung (bzgl. der reellen Variablen) in jedem Punkt ¢ einer
Polyscheibenumgebung, durch Anwendung der
Cauchy-Riemannschen DGL (und der a-priori-Abschatzung) sowie
aus der Analyitizitat bzgl der Zeit.
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Analytizitat

Satz

Satz: Analytizitat
Seien die Annahmen (AN1)-(AN3) erfiillt.

Dann besitzt das Cauchyproblem (AWP) eine eindeutige schwache
Lésung u € C([0,T]; L*(R?)).

Diese Losung kann eindeutig zu einer holomorphen Funktion auf
dem Gebiet I’(TTO)(HO,VO) fortgesetzt werden. (Wobei die Zahlen
ko, Vo € (0,00) gerade so gewiahlt sind, dass F,‘(FTO)(IQ(), 1) C O.)
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Analytizitat

Beweisidee

Es wird eine Folge {un o}, C H (X)) gebildet, die gegen die
Anfangsdaten ug € L?(R?) konvergieren.

Dann wird gezeigt, dass fiir jedes dieser Folgeglieder eine eindeutige
Losung u,, von (AWP) existiert und auBerdem die
a-priori-Abschatzung erfiillt.

Danach wird gezeigt, dass die Folge der zugehdrigen Losungen
{un}, e sogar eine Cauchy-Folge in L?(R?) ist, woraus dann durch
Grenzwertbetrachtung die Behauptung folgt.
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Annahmen
Analytizitdt in der Zeit

Gewichtete Anfangsdaten Analytizitdt im Raum

Numerische Behandlung und Simulation

Anforderungen an Ausgangsproblem

Es existieren Konstanten 7 € (0,00), 0 < Ty < T < oo und
0 <y < § mit
T
57
so dass die Koeffizientenfunktionen von Lgyas(z,t, D,) zu einer
beschrankten analytischen Funktion in das komplexe Gebiet

\a To tan(ﬁo) ’ <

(C\{z € C: Re(z) > 0}) x (m + V§§932> X (T -

fortsetzbar sind.
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Beispiel

Wir setzen -
(arctan(y) + 5)

fly) =1+
Wir kénnen f durch

+

7(2) = 5+ (log(1 — iz) — log(1 +i2)) + 5 fs + /-

:%f+log<1; )+ Sfr+ f-

fur alle z € C\ {£iy : y € [1,00)} fortsetzen.
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Problem bei Anfangsdaten

Bisher haben wir immer angenommen, dass die Anfangsdaten in
L?(R?) liegen. Betrachten wir aber z.B. die Auszahlungsfunktion

exp(z1) — K fir z; > In(K),

g(@1,22) = (exp(a1) — K)" = 0 fir z1 < In(K).

so stellen wir fest, dass diese nicht in L?(R?) liegt.
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Losungsidee

Daher betrachten wir das Problem in dem mit der
Wichtungsfunktion £ gewichteten Hilbertraum. Wir nehmen an,
dass ug - € € L?(R?) liegt. Dementsprechend betrachten wir statt

%u(x,t) — Lsym(z,t, Dy)u(x,t) =0 (z,t) € R? x (0,7

uo = u(z,0) = §(z) =z e€R?

nun

0 (z,t) € R? x (0,T]

§(x)-&(x) zeR>

€(a) (e 1) — Lsvar (E@u(e, 1)
u(z,0)
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L3sung

Gewichtete Anfangsdaten

Existenz und Eindeutigkeit fiir gew. Probl.

aquivalentes Problem

&u(x,t) = ESVM(x,t,Dx)u(x,t) =0 (z,t) € R? x (0,7
u(z,0)=G-&(z) z€R?
mit
2 2
o . 0?2 = 0
Lsvm = 132';1 aij(l',t)m + 2 bz(w’t)a_xi
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L3sung
Existenz und Eindeutigkeit fiir gew. Probl.

a(x, T —t) =

1
2
bz, T —t) = (

5(:1?, T — t) = (26512(557 t)f:mxg (m) + a22($7 t)€$2w2 (x)

+aiy (.’E, t)gwlm (CL’) + b1 (SC, t)ém (x)
+b2 (7, )&z, (2))

)+ 2528 ars(, 1) + ba(x,1)
)+2
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Existenz und Eindeutigkeit im gewichteten L*(R?)

Satz: Existenz und Eindeutigkeit

Ist der Differentialoperator Lgy 7 (x,t, D,) gleichmaRig elliptisch,
die Koeffizientenfunktionen messbar und beschriankt und ist

G- & € L?(R?), dann besitzt das Cauchyproblem (AWP) in dem
gewichteten Hilbertraum L2?(R?, &) eine eindeutige schwache
LSsung.

Beispiel

Waihlen wir z.B. als Gewichtsfunktion

1
(@1, 2) = (6”1 + b2 4 e_bmz)

mit Konstanten a,b € (1,00), dann ist obiger Satz erfiillt.
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Geschatze Parameter

Zeitraum « I6] p v | exp(m) L
6 Monate | ~ 155 | 16.8447 —0.11 | —4.97 | 0.1015 | —0.1428
3 Monate | ~ 155 | 18.2925 | —0.0695 | —4.07 | 0.1030 | —0.0695
% Monate | ~ 155 | 15.5848 —0.2 2.36 | 0.0994 0.4170

f(x2) = exp(x2)

Jean-Pierre Fouque, George Papanicolaou, K. Ronnie Sirgs ‘
“Financial modeling in a fast mean-reverting stochastic
volatility environment”, Asia-Pacific Financial Markets 6(
37-48.
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Geschatze Parameter

flza) = Zarctan(zo+m)+1.1 g(z1) = (z1—450)"
a = 155 B = 168
m = =23 uw = 0.1
p(t) = -0.1 v(z,t) = —4
r = 0.0225
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Numerische Behandlung und Simulation

Generelle Gliederung

Generell kann zwischen 2 Arten der numerischen Simulation
unterschieden werden:

@ Losung des Cauchy-Anfangswertproblems

@ stochastische Simulation
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Finite-Differenzen

Vorgehensweise

Das Gebiet auf dem die Differentialgleichung gelést werden soll
wird mit einem Gitter zu iiberzogen und nur an den Knotenpunkten
betrachtet.

Dabei werden die in der Differentialgleichung auftretenden
Differentialoperatoren durch Differentialquotienten ersetzt.
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verwendete Differentialquotienten

iui o~ DUisk) 7 Uit1,k — Uim1jk

ox " v 2h,

a_Qu, o plaiskygy _ Yirtgk = 2Uigk + Uiz1k

o2 .5,k xx h%
3_2u, -~ ptaisty _ Yirtgrik = Uicijiik = Uiprjo1k + Uicrj-1k
dxdy T T dhyh,

%ui,j,k ~ DI — Ui,j,k+1T_ Uijk
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Veranschaulichung der Vorgehensweise

U_{i-1,j+1,k+1} U_{i,j+1,k+1} U_{i-1,j+1,k+1}

U_{i+1,j,k+1}

(k+1)-te Zeitschicht
U_{i-1,j,k+1} U_{i,j k+1}
U_{i-1,j-1,k+1} U_{i,j-1,k+1} U_{i+1,j-1,k+1}
U_{i-1,j+1,k} U_{i,ji+1,k}
U_{i+1,j+1,k}
ULk} U_{i,j,k} U_{i+1,j,k} k-te Zeitschicht
U_{i-1,j-1,k} U_{i,ji-1,k} U_{i+1,j-1,k}
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Losungsansatze

Pyramidenstumpf - explizites Verfahren

Wir beginnen im ersten Schritt nicht mit einer Diskretisierung des
Gebietes welches wir spater auswerten wollen, sondern mit einem
vergroBerten Gebiet, das genau so groB ist, dass nach n;
Zeitschritten und den damit verbundenen Verlust der jeweiligen
Randpunkte in jedem Zeitschritt, am Ende nur noch das zu
betrachtende Gebiet iibrig bleibt.

Problem

Explizite Finite-Differenzen Verfahren sind sehr instabil, daher keine
Konvergenz fiir vertretbare Schrittweiten.
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Losungsansatze
Betrachtung des gewichteten AWP's

Wir betrachten ein gewichtetes AWP, so dass Anfangsbedingungen
in L2(R?) liegen. Dann erweitern wir das Gebiet und nehmen
Dirichlet Nullrandbedingungen an.

@ Fehler am Rand werden bei der Riicktransformation in
Abhéngigkeit von der Wichtungsfunktion verstarkt (in unserem
Fall exponentiell).

@ Sehr starker Transport in der DGL.
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Losungsansatze

ungewichtete und untransformierte Anfangsdaten

150
4
g
= et
o SoeLse R L,
s OO e
e
O ey
—
@D
=
a bO
= e
8] S00
500
Sy i -5 400
>, (Volatilitat) x, (Aktienkurs)
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Losungsansatze

gewichtete und transformierte Anfangsdaten

25
o=y
@
o © 2
i i
= S o
[
S5 1-5
B o E
S = S 1
= .2 %
2=
D 5 0.5
A e
=
0=
5
(8]
= 6.2 6.3
<, (Volatilitat) -5 6 Iog(x1)
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Losungsansatze
Losung nach einem Schritt der Linge 5-10~°

2.5
= 2
B 2
— @
S5 = =
= s @
=S
Sss1-5
s > E
= = O
-s:g"g 1
2S5
s 05
=

O

6.2

6.1

x, (Volatilitat) -5 6

log(x,)
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Losungsansatze

Zuriicktransformierte Lésung nach einem Schritt der Linge 5- 10 °

1000

800

Ss00

400

Wert der Option

O Ss00
500

X, (Aktienkurs)
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Losungsansatze

wir tricksen bei den Randbedingungen

Annahme von Neumann-Randbedingung.

Beriicksichtigung der Tatsache, dass sich das asymptotische
Verhalten der Lésung fiir groBe Werte dem der Anfangsbedingung
(Auszahlungsfunktion) anpasst.
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Finite-Differenzen
Galerkin-Approximation
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Finite-Differenzen mit Neumann-RB
europiische Call-Option mit Auszahlungsfkt. g = (21 — 450) "
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Schatzung der Parameter
Finite-Differenzen
Galerkin-Approximation
Monte-Carlo Simulation

Numerische Behandlung und Simulation

Finite-Differenzen mit Neumann-RB
europiische Option mit Auszahlungsfkt. g = (1 — 445)" — (21 — 455)"
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Galerkin Methode

Vorgehensweise

Approximation der Losung auf einem endlichdimensionalen
Unterraum, welcher durch eine Orthonormalfolge

{wn}neN cr’ (Rz)

aufgespannt wird.
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Losungsansatze
Wahl der Ansatzfunktionen

Hermitesche Polynome

Die zweidimensionalen Hermiteschen Polynome sind durch

B, ) = Bl )ET ()

+
= (—1)mtnes Y’ o

ox™moy™ c

2y

gegeben.
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Hermitesche Polynome
2
Beispiel: e’é’%Hlvo(ac, Y)
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Hermitesche Polynome
2
Beispiel: e’%’%Hlvl(m, Y)
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Hermitesche Polynome
2
Beispiel: e’%’ T Hy3(z,y)
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Hermitesche Polynome
Beispiel: gewichtete Anfangsbedingung

gewichteter Wert

460

450

x, (Volatilitat) 5 445 X, (Aktienpreis)
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Hermitesche Polynome

Beispiel: durch Hermitesche Polynome angendherte gewichtete AB

460

450

x, (Aktienpreis)

5 445

X, (Volatilitat)
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Monte-Carlo Simulation

© Simulation der Pfade des Aktienkurses (beziiglich des
dquivalenten MartingalmaRes) mittels Pseudozufallszahlen.

@ Berechnung des simulierten Optionspreises.
© m-fache Wiederholung und anschlieRende Mittelwertbildung.
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Monte-Carlo Simulation
10000 Realisierungen des OU-Modells

650} /

7]

prei

=)

ktiel

<

06 0.08
t (Zeit)
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Monte-Carlo Simulation

berechneter Optionspreis iiber 500 Realisierungen

500

- 450
>, Volatilitat) X (Aktienpreis)
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Monte-Carlo Simulation

berechneter Optionspreis iiber 1000 Realisierungen

500

- 450
>, Volatilitat) X (Aktienpreis)
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Monte-Carlo Simulation

berechneter Optionspreis iiber 5000 Realisierungen

500

- 450
-4 400
>, Volatilitat) X (Aktienpreis)
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Monte-Carlo Simulation
berechneter Optionspreis iiber 10000 Realisierungen

500

- 450
-4 400
>, Volatilitat) X (Aktienpreis)
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Schatzung der Parameter
Finite-Differenzen

Analytizitdt d S Galerkin-Approximation
Gewichtete Anf: Monte-Carlo Simulation
Numerische Behandlung und Simulation

Eigenschaften

© sehr schnell
@ sehr robust
© sehr einfache Implementierung

Q keine Randbedingungen notwendig

keine Funktion als Losung, sondern nur ein Wert
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