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Der Vierfarbensatz

1 Historischer Hintergrund

Der Satz wurde erstmals 1852 von Francis Guthrie als Vermutung aufgestellt, als er die
Grafschaften von England farben wollte. Es war offensichtlich, dass drei Farben nicht aus-
reichten und man fiinf in keinem konstruierten Beispiel brauchte. In einem Brief des Lon-
doner Mathematikprofessors Augustus De Morgan vom 23. Oktober 1852 an den irischen
Kollegen William Rowan Hamilton wurde die Vermutung erstmals diskutiert und vercffent-
licht: ,,Geniigen vier oder weniger Farben, um die Lénder einer Karte so zu fiarben, dass
benachbarte Lnder verschiedene Farben tragen?“.

Der englische Mathematiker Arthur Cayley stellte das Problem 1878 der mathematischen
Gesellschaft Londons vor. Innerhalb nur eines Jahres fand Alfred Kempe einen scheinbaren
Beweis fiir den Satz. Elf Jahre spéter, 1890, zeigte Percy Heawood, dass Kempes Beweis-
versuch fehlerhaft war. Ein zweiter fehlerhafter Beweisversuch, 1880 von Peter Guthrie Tait
verdffentlicht, konnte ebenfalls elf Jahre lang nicht widerlegt werden. Erst 1891 zeigte Ju-
lius Petersen, dass auch Taits Ansatz nicht korrekt war. Heawood gab im Jahre 1890 mit
der Widerlegung von Kempes , Vier-Farben-Beweis“ zusétzlich einen Beweis fiir den Fiinf-
Farben-Satz an, womit eine obere Grenze fiir die Farbung von planaren Graphen zum ersten
Mal fehlerfrei bewiesen wurde. In Kempes fehlerhaftem Versuch steckten bereits grundlegen-
de Ideen, die zum spéteren Beweis durch Appel und Haken fiihrten.

Heinrich Heesch entwickelte in den 1960er und 1970er Jahren Verfahren, um einen Beweis
mit Hilfe des Computers zu suchen.

Darauf aufbauend konnten Kenneth Appel und Wolfgang Haken 1977 einen solchen finden.
Der Beweis reduzierte die Anzahl der problematischen Félle von Unendlich auf 1.936 (eine
spatere Version sogar 1.476), die durch einen Computer einzeln gepriift wurden.

1980 hinterlegte der britische Mathematiker George Spencer-Brown in der Royal Society ein
Manuskript seines Beweises zum Vier-Farben-Satz. Der Beweis ist als Anhang in die deutsche
Ausgabe seines Buches Laws of Form aufgenommen worden.

1996 konnten Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour und Robin Thomas einen mo-
difizierten Beweis finden, der die Félle auf 633 reduzierte. Auch diese mussten per Computer
gepriift werden.

2004 haben Benjamin Werner und Georges Gonthier einen formalen Beweis des Satzes in
dem Beweisassistenten Coq konstruiert. Dadurch ist es nicht mehr nétig, den Computerpro-
grammen zur Uberpriifung der Einzelfdlle zu vertrauen, sondern ,,nur® dem Coq-System.

Der Vier-Farben-Satz war das erste grofie mathematische Problem, das mit Hilfe von Com-
putern gelost wurde. Deshalb wurde der Beweis von einigen Mathematikern nicht anerkannt,
da er nicht direkt durch einen Menschen nachvollzogen werden kann. Schliellich muss man
sich auf die Korrektheit des Compilers und der Hardware verlassen. Auch die mathematische



Eleganz des Beweises wurde kritisiert (,Fin guter Beweis liest sich wie ein Gedicht, dieser
sieht aus wie ein Telefonbuch!“)[5]

2 Kleinste Verbrecher

Wir nehmen an, dass ein Land jeweils nur aus einer Flédche besteht, nicht so wie beispielsweise
die USA. Es sei bemerkt, dass die duflere Fliache ebenfalls als Land zahlt.

Die generelle Strategie zur Losung des Vierfarbensatzes erfolgt mit Hilfe der klassischen
Induktion. Dabei liegt dem der Gedanke zugrunde, dass wenn es Landkarten gibt, welche
sich nicht mit 4 Farben farben lassen, so muss es darunter auch eine mit kleinster Landerzahl
f geben. Dann priifen wir alle Eigenschaften dieses Gegenbeispiels, mit der Hoffnung einen
Widerspruch zu erhalten. Das kleinste Gegenbeispiel wird auch als kleinster Verbrecher
bezeichnet. Daher werden wir im Folgenden versuchen die Anzahl méglicher Landkarten
einzuschranken und denjenigen, die iibrigbleiben bestimmte Eigenschaften zuzuordnen.

Satz 2.1. Eine Kante einer Landkarte gehort zu mindestens einer und hichstens zwei Lan-
desgrenzen.

Satz 2.2. Bei Landkarten mit mindestens zwei Lindern enthdlt jede Landesgrenze minde-
stens einen Kreis.

Satz 2.3. Eine nicht zusammenhdingende Landkarte besitzt ein Land mit nicht zusammenhdngen-
der Grenze.

Definition 2.4. Es sei L eine Landkarte und n € N. Eine n-Fédrbung von L ist eine
Abbildung ¢ : My — {1,...,n}. Eine n-Firbung ist zuldssig, wenn benachbarte Linder
immer verschiedene Werte (Farben) haben.

Lemma 2.5. Ist ¢ : M, — {1,....,n} eine zulissige n-Firbung einer Landkerte L und
7w {l,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, so ist auch die Zusammensetzung mo ¢ eine
zuldssige n -Farbung.

Lemma 2.6. In einem kleinsten Verbrecher gibt es kein Land, das weniger als vier Nachbarn
hat.

Lemma 2.7. Wenn es einen kleinsten Verbrecher mit f Ldndern gibt, so gibt es einen
kleinsten Verbrecher mit f Ldandern ohne Briicken und Endkanten.

Lemma 2.8. Ein kleinster Verbrecher ohne Briicken und Endkanten ist eine zusammenhdngen-
de Landkarte.

Satz 2.9. Wenn es einen kleinsten Verbrecher L mit f Ldndern gibt, so gibt es einen
kleinsten Verbrecher mit f Ldandern derart, dass jede FEcke mindestens den Grad 3 hat.

Lemma 2.10. Bei einem kleinsten Verbrecher ohne Briicken, derart dass der Grad jeder
Ecke grifier gleich 3 ist, haben zwei verschiedene Lander hochstens eine gemeinsame Grenz-
linze.

Definition 2.11. FEine Landkarte ist reguldr, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. sie ist nicht leer,



2. sie 1st zusammenhdngend,
3. ste enthdlt keine Briicken und Endkanten,
4. je zwei verschiedene Lander haben hochstens eine gemeinsame Grenzlinie.

Satz 2.12. Wenn es tiberhaupt kleinste Verbrecher g¢ibt, so g¢ibt es unter thnen requlire
Landkarten.

Lemma 2.13. Jede Ecke einer requliren Landkarte hat mindestens den Grad 3.
Satz 2.14. Bei einem requldren kleinsten Verbrecher ist jede Landesgrenze ein Kreis.

Lemma 2.15. Bei einem kleinsten Verbrecher ist der Grad einer Ecke gleich der Zahl der
Lénder, die diese Ecke zum Grenzpunkt haben.

3 Graphentheoretische Grundlagen

Definition 3.1. Ein Graph heifit gesdttigt, wenn Kanten ohne Vergriflerung der Ecken-
menge nicht mehr hinzugenommen werden kénnen.

3.1 Eulersche Polyederformel

Lemma 3.2. Sei vy, die Anzahl der Ecken, ki, die Zahl der Kanten, fr die Zahl der Linder
und z;, die Zahl der Komponenten. Entsteht die Landkarte L' aus der Landkarte L durch
Erweiterung um eine Kante B, so berechnen sich die Anzahlen der Ecken, Kanten, Linder
und Komponenten von L' aus den entsprechenen Anzahlen aus L wie folgt:

Typ von B v ks fr 21
Endkante mit zwei Endecken | vy +2 | kp +1 | fr zr, +1
Enkante mit einer Endecke v+ 1 | kp+1] fr 21
Briicke vy, kr+ 11 fr zr, — 1
Kreiskante vy, kp+1| fo+1] 2

Lemma 3.3. Entsteht die Landkarte L' aus der Landkarte L durch Erweiterung um eine
Kante, so gilt
vy —kp + frr— 2 =vp —kp + fr — 21

Satz 3.4. Fir jede Landkarte L gilt
ep —kp+ fo—z=1

Lemma 3.5 (Eulersche Polyederformel). Ist L eine nichtleere zusammenhdngende Land-
karte, so gilt
er, — kL + fL = 2.

3.2 Dualitat

Sei L eine Landkarte, die Ecken von L* werden in das Innere einer jeden Fliche von M
gezeichnet (inklusive der &ufleren). Diese werden dann so verbunden, dass jede Kante von
L* eine Kante von L schneidet. Die so neu entstandene Karte L* heifit die Duale Karte
von L.



Definition 3.6. Die Landkarte L* heifit dual zu der Landkarte L, wenn gilt:
1. keine Ecke von L* ist ein neutraler Punkt von L,
2. jedes Land von L enthdlt genau eine FEcke von L*,

3. zwei Ecken von L* sind genau dann durch eine Kante in L* wverbunden, wenn sie in
benachbarten Léindern liegen,

4. eine Kante von L* enthdlt nur Punkte der beiden Ldander von L, denen ihre Ecken an-
gehoren und genau einen inneren Punkt einer gemeinsamen Grenzlinie dieser Linder.

Lemma 3.7. Ist die Landkarte L* dual zu der Landkarte L, dann gilt

o L* ist eine zusammenhdngende Karte.

Ist L nichtleer, so enthdlt jedes Land von L* mindestens eine Ecke von L .

e Hat L mindestens 2 Linder, dann gilt

Vpx = fL
ki < kp
fo- < g

)

Ist L requldr, so gelten in den letzten beiden Ausdriicken '=".

Sei L requldr, dann gilt
1. Die Landkarte L ist eine zu L* duale Landkarte.
2. Die Landkarte L* st requldr.

3.3 Kubische Landkarten
Satz 3.8 (Weiske). Es gibt keine Landkarte mit finf paarweise benachbarten Landern.

Beweis. Angenommen es gibt eine Landkarte L die fiinf paarweise benachbarte Lénder
enthélt. Dann enthélt eine zu L duale Landkarte L* fiinf Ecken, welche paarweise durch
Kanten verbunden sind, also einen vollsténdigen Graphen mit fiinf Ecken. Widerspruch.

Lemma 3.9. Wenn ein Land einer beliebigen Landkarte mehr als drei Nachbarn hat, so hat
es zwei Nachbarn, die keine gemeinsame Grenzlinie haben.

Satz 3.10. Bei einem kleinsten Verbrecher hat kein Land weniger als fiinf verschiedene
Nachbarn.

Satz 3.11. Bei einem kleinsten Verbrecher hat jede Ecke den Grad 3.

Beweis. Sei L ein kleinster Verbrecher. Angenommen, es gibt eine Ecke in L mit dp(z) >
3. Sei D eine elementare Umgebung von x, man Kkonstruiert eine neue Landkarte L',
indem man die Kanten in L mit x als Endpunkt um die in D hineinragenden Strecken
kiirzen und die Kreisbogen, in die der Randkreis von D hineinragenden Strecken kiirzen
und die Kreisbogen, in die der Randkreis von D durch diese Kanten zerlegt wird, als neue
Kanten hinzunehmen. Damit werden die Lander mit x als Grenzpunkt um Sektoren von D
verkleinert und das Innere Ly von D kommt als neues Land hinzu. Nun ist die Anzahl der



Lander mit = als Grenzpunkt gleich dem Grad von x und nach unserer Konstruktion ist
dies die Zahl der Nachbarn von L. Wegen dj(x) > 3 findet man Nachbarn L} und L} von
Lj , die keine gemeinsame Grenzlinie haben. Wir bemerken, dass auch die Lander L; und
Ly, aus denen L) und L), beim Ubergang von L zu L’ durch Verkleinern entstanden sind,
keine gemeinsame Grenzlinie haben, sondern nur ander Ecke z zusammenstoflen. Durch
Weglassen der gemeinsamen Grenzlinien von L{; mit L} und L) erhélt man eine Landkarte
L" | bei der die Lander L, L} und L) zu einem Land L, vereinigt sind. Die iibrigen
Lander édndern sich nicht. Da L” immer noch ein Land weniger als L hat, besitzt L” eine
zuldssige 4-Farbung ¢”. Daraus erhalten wir eine zulassige 4-Farbung fiir L, indem wir
den Landern L; und L, die Farbe von L, zuweisen und allen anderen Landern die Farben
ihrer auleralb von D gelegenen Landesteile beziiglich ¢”. Also wiare L kein Verbrecher.
Widerspruch. 0

Definition 3.12. Eine Landkarte ist kubisch, wenn sie requldr ist und alle Ecken genau
den Grad 3 haben.

Satz 3.13. Es seien L eine regulire und L* eine zu L duale Landkarte.

1. L* st genau dann gesdttigt, wenn L kubisch ist.

2. L* ist genau dann kubisch, wenn L gesdttigt ist.

Satz 3.14. Fiir eine requldre Landkarte gilt:
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Lemma 3.15. Jede regulire Landkarte hat Ecken, in denen hochstens finf Kanten zusam-
menstoffen und Ldander mit hochstens finf Nachbarn.

Definition 3.16. Es seien L eine Landkarte und n € N. Eine n-Kantenfdarbung von L
ist eine Abbildung ¢ : L — {1,....,n}. Fine n-Kantenfirbung ist zuldssig, wenn Kanten
mit gemeinsamen Randpunkten immer verschiedene Werte (Farben) haben.

Satz 3.17 (Tait). Fine kubische Landkarte besitzt genau dann eine zuldssige 4-Fdrbung,
wenn sie eine zuldssige 3-Kantenfdarbung besitzt.

Satz 3.18. Gibt es in einer kubischen Landkarte einen Hamiltonschen Kreis, so besitzt die
Landkarte eine zuldssige 3-Kantenfirbung.



3.4 Plittbare Graphen, Ringe, Konfiguration

Definition 3.19. FEs seien G = (E,L) ein Graph und n € N. Eine n-Eckenfdirbung
von G st eine Abbildung x : E — {1,...,n}. Fine n-Eckenfirbung heifit zuldssig, wenn
zwei Ecken, die Endpunkte ein und derselben Kante in L sind, immer verschiedene Werte

(Farben) haben.

Satz 3.20. Eine Landkarte besitzt genau dann eine zuldssige 4 -Fdrbung, wenn jede zu ihr
duale Landkarte eine zulissige 4 -FEckenfdirbung besitzt.

Definition 3.21. Fin pldttbarer Graph ist ein Graph, der isomorph zu einem ebenen
Graphen ist.

Satz 3.22 (Kuratowski). Ein Graph ist genau dann pldttbar, wenn er keinen zu einer Un-
terteilung von Ks oder Kss isomorphen Teilgraphen besitzt.

Satz 3.23. Entsteht der kombinatorische Graph G’ durch Kontraktion aus dem pldittbaren
Graphen G, so ist G' pldttbar.

Lemma 3.24. In einem kleinsten Verbrecher ist jedes Dreieck Grenze eines Gebietes.

Definition 3.25. Fin Graph G = (E, L) heifit normal, wenn er ein requlirer, gesdttigter,
ebener Graph ist, bei dem jedes Dreieck Rand eines Gebietes ist.

Definition 3.26. Sei G = (E, L) ein Graph. Eine Menge R von Ecken heifit Ring, wenn
sich thre Elemente zu einer einfach geschlossenen Kette anordnen lassen; in diesem Fall
bezeichnet man die Anzahl der Elemente von R auch als die Grdfie des Ringes R .

Satz 3.27. In einem normalen Graphen bilden die Nachbarn einer Ecke stets einen Ring,
dessen Grofie mit dem Grad der Ecke tibereinstimmt. Handelt es sich um eine innere FEcke,
so liegt sie im Innengebiet der zugehdrigen geschlossenen Jordankurve und ist die einzige
Ecke des Graphen mit dieser Figenschaft.

Definition 3.28. Ein Graph C heifit Konfiguration, wenn

1. er requldr ist,
die AufSenecken einen Ring der Grifse echt grifier 4 bilden,
mnere Ecken existieren,

die beschrdinkten Gebiete von Dreiecken begrenzt werden,

jedes Dreieck Grenze eines Gebietes ist.

Das beriihmteste Beispiel fiir eine Konfiguration ist der Birkhoff-Diamant. Dennoch gibt
es andere wie z.B. Sterne.

Definition 3.29. Fine Konfiguration heifst Stern, wenn sie nur eine innere FEcke enthdlt.
Wir haben speziell einen k-Stern, wenn ein Stern mit genau k Auflenecken, also insgesamt
k+ 1 Ecken vorliegt (k> 4).

Innenkanten verbinden zwei innere Ecken.

Auflenkanten verbinden zwei AufSenecken.

Beine verbinden eine innere Ecke mit einer Auflenecke.

Die Ringgrofle einer Konfiguration ist die Gréfie des Rings ihrer Auffenecken.



Lemma 3.30. Der Rand jedes beschrinkten Gebietes einer Konfiguration enthdlt immer
mindestens eine innere Ecke.

Satz 3.31. Das Innere einer Konfiguration ist ein zusammenhdngender Graph.

Definition 3.32. Zwei Konfigurationen C' = (E',L') und C" = (E",L") heiflen dqui-
valent, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : E' — E" gibt, die in beiden Richtungen die
Nachbarrelation enthilt.

Definition 3.33. Der Graph G enthdilt die Konfiguration C', wenn es in G eine geschlos-
sene Kette K ¢ibt, derart dass der von den Ecken von K wund den im Innengebiet von K
liegenden Ecken aufgespannte Teilgraph Cyx von G eine zu C dquivalente Konfiguration
ist. Die Konfiguration ist richtig in G eingebettet, wenn K einfach abgeschlossen ist.

Satz 3.34. Fine Minimaltriangulation enthdlt keinen 4-Stern, aber mindestens zwolf 5 Ster-
ne.

Satz 3.35. Der zu einem Ring mit mindestens 4 FEcken gehérige Kreis in einer Minimaltri-
angulation ist Randkreis einer richtig eingebetteten Konfiguration.

Zur Untersuchung von Konfigurationen lohnt es sich moglichst einfache Darstellungen an-
zusehen. Man zeichnet nur das innere der Konfiguration auf und gibt die Grade der Ecken
durch die Verwendung der folgenden Symbole an:

4 Minimaltriangulation

Definition 4.1. Ein normaler Graph, der als kleinster Verbrecher gegen die Existenz einer
4 -Eckenfirbung betrachtet wird, wird auch als Minimaltriangulation bezeichnet.

Definition 4.2. Fine Konfiguration C heifst reduzibel, sonst irreduzibel, wenn ein nor-
maler Graph, der C' als Konfiguration enthdlt, keine Minimaltriangulation sein kann.

Definition 4.3. Fine Menge U wvon Konfigurationen heifit unvermeidbar, wenn jeder
normale Graph ein Element von U enthdlt.

Der generelle Induktionsschritt besteht darin, eine Ecke zu entfernen, wodurch man einen
kleineren Graphen erhélt, welcher nach Induktionsannahme mit 4 Farben farbbar ist. Das
Problem besteht dann darin, die Farbung so zu dndern, dass man diese zu einer zuléssigen
Farbung inklusive der weggelassenen Ecke erweitern kann. Dabei interessiert uns der Fall fiir
Ecken vom Grad kleiner gleich 4 nicht mehr, da man diese durch Kempe-Ketten reduzieren
kann. Der 2.Schritt besteht darin zu zeigen, dass jeder planare Graph eine dieser redu-
ziblen Konfigurationen enthélt, also das finden einer unvermeidbaren Menge von reduziblen
Konfigurationen.

Definition 4.4. Fin gefdarbter Graph ist ein Paar (G,x), bestehend aus einem (ebenen)
Graphen G und einer zuldssigen 4-FEckenfarbung x von G .

Definition 4.5. FEs sei (G,x) ein gefarbter Graph.

1. Fine Kempe-Kette ist eine Kette, deren Ecken mit nur zwei Farben gefirbt sind.
Speziell sprechen wir von einer (b, g) -Kette, wenn eine Kempe-Kette vorliegt, deren
Ecken (abwechselnd) mit den Farben b und g € {1,2,3,4} gefirbt sind



2. BEin Kempe-Netz ist eine Komponente eines Teilgraphen der Form Gy, . Speziell
sprechen wir von einem (b, g) -Netz, wenn ein Kempe-Netz vorliegt, dessen Ecken mit
den Farben b und g € {1,2,3,4} gefarbt sind.

Lemma 4.6. Ist (G,x) ein gefirbter Graph, so ist der Teilgraph C = (E¢, Le) von G
genau dann ein Kempe-Netz, wenn gilt

1. Die Ecken von C' sind insgesamt nur mit zwei Farben gefdrbt.

2. Je zwei Ecken von C' konnen durch eine Kempe-Kette verbunden werden, deren Ecken
samtlich zu C gehoren.

3. Beziiglich der Eigenschaften 1. und 2. ist Ec mazimal.
4. C wird von Ec aufgespannt.

Definition 4.7. Es sei (G,x) ein gefirbter Graph. Die Farbung x von G = (E,L) ent-
steht aus x durch Kempe-Austausch, wenn in einem Kempe-Netz die Farben vertauscht
werden, das heifst, wenn ein (b, g) -Netz C = (E¢, L¢) existiert, derart dass gilt

g falls z € E¢ und x(z)
x(z) =< b, falls z € E¢ und x(z)
X(z), falls z € E\E¢

b,
9,

Lemma 4.8. In einer Minimaltriangulation gibt es keine 4 -Ecke.

Beweis. Sei y eine 4-Ecke einer Minimaltriangulation G, seien x1,...,x4 die Nachbarn
von y in zyklischer Reihenfolge. Der Graph G’ entstehe aus G durch Weglassen der Ecke
y und der zu y inzidenten Kanten. Da G eine Minimaltriangulation war, gibt es fiir G’
eine zulassige 4-Farbung Y’ . Sind fiir die Farbung der in G’ enthaltenenen Nachbarn von y
nur drei Farben verbraucht, so sind wir fertig. Sind die Nachbarn von y allerdings paarweise
verschieden geférbt, so kann man durch eine Permutation errreichen, dass

X(x) =1 €{1,2,3,4}
Jetzt beginnt das Kempe-Ketten Spiel:

1. Zug: Gehoren x; und w3 zu verschiedenen (1, 3)-Netzen, so wird ein Kempe-Austausch
in dem (1,3)-Netz durchgefiihrt, welches z; enthélt. z; hat jetzt die Farbe 3 und
die Nachbarn von y haben nur noch drei Farben.

2. Zug: Gehoren die Ecken x; und x3 zum gleichen (1,3)-Netz, dann kann man zeigen,
dass die Ecken xs und x4 zu verschiendenen (2,4)-Netzen. Durch einen Kempe-
Austausch erhélt man die Farbung x” mit

"

X'(22) = X" (1) = 4,

wobei wieder die Nachbarn von y mit nur drei Farben gefiarbt sind.

Satz 4.9. In einer Minimaltriangulation gibt es weder

1. einen Ring der Grdfie 4 noch



2. einen Ring der Grifie 5, dessen Innengebiet mehr als eine Ecke von G enthiilt.
Satz 4.10. In einer Minimaltriangulation gibt es nicht:
1. Eine Ecke, deren Nachbarn alle den Grad 5 haben.
FEine Ecke mit geradem Grad, deren Nachbarn alle den Grad 6 haben.
FEine 5-5-5-Kette, deren Ecken zu ein- und derselben 6 -FEcke benachbar sind.
Eine 5 -Ecke, deren Nachbarn zu einer 5-5-6-6 -6 -Kette angeordnet werden kénnen.
Nur Ecken mit den Graden 5 und 6.
FEine 5-FEcke, deren Nachbarn alle den Grad 6 haben.
Nur Ecken mit den Graden 5 und 7 ohne ein 7-7-7T-Dreieck.

Nur Ecken mit Graden ungleich 6 ohne ein 5-5-5 -Dreieck.

© RS A e e

Nur Ecken mit Graden 5,6 und 8.

~
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Nur Ecken mit Graden ungleich 6 .
11. FEinen Birkhoff-Diamanten.

Bewesis. Es wird nur der Fall fiir den Birkhoff-Diamanten gezeigt.

Es sei G eine Minimaltriangulation, die einen Birkhoff-Diamanten enthalt.

Der Graph G’ entstehe aus G durch Wegnahme der inneren Ecken des Birkhoff-Diamanten
und der mit ihnen inzidenten Kanten. Der erste Zug im nun beginnenden Kempe-Ketten
Spiel beinhaltet noch keinen Kempe-Austausch, sondern eine Kontraktion.

1.Zug: Man bildet aus G’ einen Graphen G” wie folgt:

1. Man erweitert um eine Kante, die Diagonale die x5 und x4 verbindet: Dies ist moglich,
da diese nicht schon durch eine Kante verbunden sind, andernfalls wiirden die Ecken
o, x4 und ys ein Dreicek in GG bilden, Widerspruch zur Definition der Minimaltri-
angulation.

2. Dann wird die neue Kante zu der in ihr liegende Ecke y3; kontrahiert.

3. Schliefflich wird die Verbindungsstrecke von zg und ys; als Kante hinzugenommen.
Dies ist moglich, weil es in Minimaltriangulationen keine Ringe der Grofle 4 gibt, denn
andernfalls miiiten entweder die Ecken x5 und xg oder die Ecken x4 und z¢ in G
benachbart sein.

Bei der entstandenen Figur handelt es sich um einen Reduzenten. Der Graph G” hat fiinf
Ecken weniger als G, besitzt also eine zuldssige 4-Fiarbung x”. Die Ecken des Dreiecks
[z1y3x6) miissen drei verschiedene Farben haben. Sei also x”(z1) = 0,x"(y3) = 1 und
X"(z¢) = 2. Nun setzt man fiir die Ecken z von G’

V() = {1, z € {xg, x4},

X"(z), sonst

und erhélt eine zulidssige 4-Eckenfarbung von G’. Fiir die Auflenecken ergeben sich nun
folgende Moglichkeiten:
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2.7Zug: In den ersten fiinf Fallen kann Y’ direkt zu einer zuldssigen 4-Farbung von G fort-
gestzt werden, wie die folgende Tabelle zeigt:

1 2 3 4

e = T S N
NN W W
w O O oI

T W=
o oW N

3

3.Zug: Der Rand des Birkhoff-Diamanten ist durch x’ gemé&fl Fall 6 gefarbt. Eine direkte
Fortsetzung auf G ist nun nicht moéglich, weil die Ecken y, und g4 die Farben 2 und 3 er-
halten miissten und dadurch keine mehr fiir y5 iibrig ware. Man betrachtet nun verschiedene
Méglichkeiten fiir das (0,3)-Netz C', dem die Ecke x5 angehort.

1. Gehort die Ecke x3 auch zu C', so erhélt man durch Kempe-Austausch eine Farbung
X mit X' (z4) = 2, die sich in genau einer Weise auf ganz G fortsetzen lasst, ndmlich

durch
3, fir 5=
2, fir j=
AR TR T
3, fir 7=1

2. Die Ecke x3 gehort nicht zu C', aber die Ecke z; liegt in C'. Dann liegen x; und x3
in verschiedenene (0, 3) -Netzen und man erhélt durch Kempe-Austausch eine Férbung
X mit
Y/(xii) =3,
also den Fall 5 des 2. Zuges.

3. Die Ecken x; und x3 gehoren beide nicht zu C'. Dann erhélt man durch Kempe-
Austausch eine Farbung Y mit

Y/(IS) = 37
das heifit den Fall 1 des 2. Zuges und das Spiel ist beendet.

5 Arten der Reduzibilitat

5.1 D-Reduzibilitat - Der Diirre-Heesch-Algorithmus

Definition 5.1. 1. Es sei r € N;r > 3. Ein r-Tupel a = (ay,...,a,) € {0,1,2,3}" heifit
Randfirbung (der Grifle v ), wenn a; # ajyq fir alle j € {1,....,r}a, # a1 gilt.
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2. Zwei Randfirbungen a und o' heiflen dquivalent, wenn sie gleiche Grifie r haben
und sich nur um eine Permutation der Farben unterscheiden, das heifit, wenn es eine
Bijektion 7 : {0,1,2,3} — {0,1,2,3} gibt, derart dass a; = m(a;) fir alle j €
{1,...,r} gilt.

3. Die Menge aller Randfirbungen der Griffe r wird mit ®(r) bezeichnet.

4. Eine Randfirbung heifst wesentlich, wenn sie in ihrer Aquivalenzklasse die kleinste
15t.

Lemma 5.2. Fliir eine wesentliche Randfirbung muss gelten:
a; = 0,a2 = 1,a3 € {0,2}

Bei gerader Grofle r gibt nur eine Randfarbungen mit zwei Farben, und zwar (0,1,0,...,0,1).
Bei ungeradem r werden mindestens drei Farben benotigt.

Beispiel. Beim Birkhoff Diamanten waren die Randfarbung (0,1,2,1,3,2), (0,1,2,1,0,2)
und (0,1,0,1,0,2) wesentlich. Die Randfirbung (0, 1,0, 1,3, 2) ist &quivalent zu (0, 1,0,1,2,3),
(0,1,3,1,3,2) ist dquivalent zu (0,1,2,1,2,3) und (0,1, 3,1,0,2) ist &quivalent zu (0,1,2,1,0,3).

Lemma 5.3. Die Gesamitzahl f(r) der wesentlichen Randfdrbungen ergibt sich aus

y%_l r ungerade
f (T> = \a-l4s
S r gerade.

5.2 Durchfarbarkeit

Der erste Schritt im Test auf D-Reduzibilitdt besteht darin, die wesentlichen Randfarbungen
der Konfiguration auf Durchfdirbbarkeit zu priifen. Dabei ist zu beachten, dass die Menge
®(r) der Menge aller Randfiarbungen der GroBe r nur von der Ringgréfie r der betrachteten
Konfiguration C' abhéngt, wihrend die Menge der von Anfang an guten Randfirbungen
®y(C) durch die ganze Struktur von C' bestimmt ist. Dazu wird dem Rechner die gesamte
Konfiguration mitgeteilt, in der Form: Es seien w innere Ecken mit i, ..., 4, , alle Ecken
werden durchnummeriert, also

Zj =

x; fir 1<j<r
Yy, fir r<j<r+4w

und fiir die arithmetisch vollstdandige Beschreibung

3 {1 falls z; und z; in C durch eine Kante verbunden sind
jk —

0 sonst.

Beispiel. Fiir den Birkhoff-Diamanten sieht die Verbindungsmatrix folgendermaflen aus:
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1 2 3 45 6 7 8 9 10
1101 00 01 1 1 0O
211 01 000 O0T1T10O0
3 /01 01 0000 10
410 01 01 0O0O0T11
510 0 0 1 01 1 0 0 1
6 {1 00 01 0 1 0 00
711 0 0 01 1 0 1 01
g8 /1 1.0 0 0 0 1 0 1 1
9101 1 10 0 01 01
10/{0 0 01 1 01 1 1 0

Zur Priifung der Durchfirbbarkeit werden Farbungsmatrizen aufgebaut. Dabei handelt
es sich um 4 x (r + w)-Matrizen (v;;) mit v;; € {0,1}, derart, dass in jeder Spalte eine 1
steht und fiir alle ¢ € {0,1,2,3},j,k € {1,....,7 + w} gilt

Uij:UikzliﬁijO.

Die 4 Zeilen entsprechen den Farben, die Spalten werden den Ecken der Konfiguration zu-
geordnet. Eine Randfarbung legt die Eintrége in den ersten r Spalten fest, Durchfarbbarkeit
ist gegeben, wenn sich daraus eine vollstiandige Farbung aufbauen lésst.

Beispiel. Fiir den Birkhoff Diamanten ergibt sich fiir die Randféarbung (0,1,2,1,3,2) die

folgende Farbungsmatrix:

SO O
o O = O
o= O O
o O = O
— o O O
o= O O
o O = O
o = O O
_— o O O
o O O

Insgesamt sind 16 Randfarbungen direkt durchfarbbar. Die Randfarbung (0,1,0,1,0,1) ist
nicht direkt durchfarbbar, wie die folgende Matrix zeigt:

1010100000
010101O000O0O0
0000O0OO0O1O0T1F®0
0000O0O0OO0OT1TTO0O@O0

Die Konfiguration C' sei in die Minimaltriangulation G eingebettet. Bei der D-Reduzibilitét
kommt es nicht auf die richtige Einbettung an. Entfernt man aus G die inneren Ecken von C
und die mit ihnen inzidierenden Kanten, so erhilt man G’, der 4-farbbar ist. Jede Farbung
von G’ induziert eine Farbung von C'. Es wird nur noch der gefiarbte zusammenhéngende
Graphen G’, desen Gebiete alle bis auf eines von Dreiecken begrenzt wird, betrachtet (das
Innere von C' interessiert hier nicht mehr). Die Ecken und Kanten des Ausnahmegebietes
bilden die den Randkreis von G’. Sind zq,...,2, die Ecken des Randkreises in zyklischer
Reihenfolge, so sind auch hier die Randfarbungen der Groéfle r mit den 4-Eckenfarbungen
des Randkreises identifizierbar. Jede Kante gehort zum Rand von genau zwei Gebieten,
insbesondere gehort jede Kante, die nicht zum Randkreis gehort, zum Rand von genau zwei
Dreiecken.
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Definition 5.4. Unter der Farbpaarwahl versteht man die Wahl einer Farbe w € {1,2,3},
die zu einer Zerlegung der Farbenmenge in die beiden Farbpaare {0,w} und {1,2,3}\{w}
und damit zu Kempe-Netzen in G' und im Randkreis von G’ fiihrt. Die Kempe-Netze im
Randkreis werden Kempe-Sektoren genannt.

Die Eckenmenge eines Kempe-Sektors lasst sich immer zu einer Kette anordnen, die Anzahl
ist entweder 1 oder gerade. Dabei werden w-Sektoren, deren Ecken mit 0 oder w gefarbt
sind und w-Sektoren, mit Ecken der beiden iibrigen Farben, unterschieden. Verschiedene
Kempe-Sektoren gleichen Typs konnen zum gleichen Kempe-Netz von G’ gehoren.

Definition 5.5. Fine Menge von Ecken des Randkreises nennt man Block, wenn sie zum
gleichen Kempe-Netz von G' gehéren und die ibrigen Ecken dieses Kempe-Netzes nicht im
Randkreis liegen.

Die Ecken des Randkreises lassen sich somit in Blocke zerlegen. Jeder Block ist Vereinigung
von Eckenmengen einiger Kempe-Sektoren gleichen Typs. Es gibt also w-Blocke und w-
Blocke. Fiir Kempe-Ketten-Spiel sind die entsprechenden Aufteilungen in Blécke wichtig,
daher benétigt man eine Ubersicht iiber alle méglichen Blockzerlegungen einer Randfirbung.
Jede Blockzerlegung bietet die Moglichkeit fiir einen oder mehrere Kempe-Austausche, dann
kann man hoffen, dass sich dadurch eine bessere Randfarbung ergibt. Man kann weiterhin zei-
gen, das die moglichen Blockzerlegungen allein durch die Randfarbung und die Farbpaarwahl
bestimmt sind, unabhéngig von Konfigurationen und Graphen, in welche die Konfigurationen
eingebettet sind.

Satz 5.6. Gegeben sei eine Randfirbung a = (aq, ...,a,) der Grifie r und eine Farbpaarwahl
w € {1,2,3}. Fine Zerlegung der Indezmenge {1,...,n} in Blocke By, ..., Bs ist genau dann
eine Blockzerleqgung (beziiglich a und w ), wenn gilt:

1. Jeder Block ist Vereinigung von Kempe-Sektoren gleichen Typs.

2. Blocke trennen sich nicht gegenseitig, das heifst, fir ki, ke € By, li,lo € B,k # 1, ist
die Anordnung
ki <ly <ky<ly

unmdaglich.

3. Stoffen zwei Blocke an einer Stelle zusammen, so auch noch an genau einer zweiten.

5.3 Kempe-Ketten-Spiele

D-Reduzibilitat liegt vor, wenn man jede Randfarbung durch mehrfachen Kempe-Austausch
in eine von Anfang an gute Farbung iiberfithren kann.

Beispiel. Im Falle des Birkhoff-Diamanten ist die Randféirbung (0,1,0,1,0,1) nicht di-

rekt durchfarbbar. Die Farbpaarwahl w = 1 bringt nichts. Man erhélt nur einen Kempe-
Sektor, der einzig mogliche Kempe-Austausch liefert die nicht wesentliche Randfarbung
(1,0,1,0,1,0), die zugehorige wesentliche Randfirbung ist die Ausgangsfarbung.

Fir w = 2 enthalten die Kempe-Sektoren jeweils nur einen Index, es gibt 6 Kempe-
Sektoren, also Block-Zerlegungen aus jeweils 4 Blocken. Es gibt 5 mogliche Blockzerle-
gungen:
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Nr. | By | By | Bs By

{1y {3 | {5} | {246}
{2} | {4} | {6} [{1,3,5}
{1} | {4} | {2,6} | {3,5}
{2} | {5} | {1,3} | {4,6}
{3} | {6} | {15} | {2,4}

Jede dieser Blockzerlegungen kann von auflen aufgezwungen sein. Daher ist es notwendig zu
priifen, ob in jedem Fall ein Kempe-Austausch méglich ist.

AR

1. Die erste Moglichkeit fiir einen Kempe-Austausch besteht darin, in B; die Farbe 0
durch die Farbe 2 zu ersetzen. Dies ergibt die wesentliche Randféarbung (0,1,2,1,2,1),
diese ist von Anfang an gut.

2. Ersetzt man in B; die Farbe 1 durch die Farbe 3 erhélt man (0,3,0,1,0,1), das
heifit (0,1,0,2,0,2), welche von Anfang an gut ist.

3. analog zu 1.
4. analog zu 2.

5. Ersetzt man in B; die Farbe 0 durch 2, so ergibt sich die wesentliche Randfarbung
(0,1,2,1,0,1), welche leider nicht direkt durchférbbar ist. Ersetzt man in By die Farbe
1 durch die Farbe 3 fiihrt dies auf (0,1,0,1,0,3) mit der zugehorigen wesentlichen
Randfiarbung (0,1,0,1,0,2), wieder nicht direkt durchfiarbbar. Farbt man allerdings
B; und B, gleichzeitig liefert dies die wesentliche Randféarbung (0,1,2,1,0,3) , welche
von Anfang an gut ist.

Definition 5.7. Eine Randfdirbung der Konfiguration C' ist gut von der Stufe 1, wenn
sie micht von Anfang an gut ist, aber nach einer Farbpaarwahl jede Blockzerlegung einen
Kempe-Austausch erlaubt, der sie in eine von Anfang an gute Randfdrbung tberfiihrt.

Beispiel. Beim Birkhoff-Diamanten sind die Randfarbungen (0,1,0,1,0,2), (0,1,0,2,3,1),
(0,1,2,1,0,1) und (0,1,2,3,2,3) gut von der Stufe 1.

Definition 5.8. Es seien a eine Randfirbung der Grifle v, w eine Farbwahl und By, ..., B

eine zugehorige Blockzerlegung. Die Randfirbung a wird durch Kempe-Austausch oder Umfirbung
in die Randfirbung b transformaiert, wenn b aus a dadurch entsteht, dass in gewissen

w -Blicken die Farben 0 und w und/oder w -Blicken die beiden anderen Farben ineinander
vertauscht werden.

Ein Kempe-Austausch (Zug im Kempe-Ketten-Spiel) ist dadurch eindeutig festgelegt. Die
Anzahl der méglichen Ziige ist durch die Anzahl der méglichen Blockwauswahlen beschrénkt.

Definition 5.9. Es sei & eine Menge von Randfirbungen der Griofle r . Eine Randfdrbung
a € O(r) heifst ® -gut, wenn sie nicht zu O gehirt, es aber eine Farbwahl gibt, derart dass
zu jeder zugehorigen Blockzerlegung ein Kempe-Austausch existiert, der a in ein Element
von ® transformiert.
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Lemma 5.10. Es sei ® eine beziiglich Aquivalenz abgeschlossene Menge von Randfirbungen
fester Grofle. Jede zu einer ® -guten Randfdirbung dquivalente Randfirbung ist ® -gut.

Der Diirre-Heesch-Algorithmus liefert also bei explizit gegebener, beziiglich Aquivalenz ab-
geschlossener Menge ® von Randfirbungen fester Grofie ein Verfahren zur Feststellung
der ®-Giite. Ist C' eine Konfiguration der Ringgréfle r, so stimmen die Randfirbungen
der Giiteklasse 1 von C' mit den ®y(C')-guten Randfarbungen iiberein. Der Rest des Diirre-
Heesch-Algorithmus besteht in einer wiederholten ¢ -Giite-Bestimmung. Dadurch erhélt man
hohere Giiteklassen, die induktiv sind.

Definition 5.11. FEs sei C eine Konfiguration und fir n € N sei die Menge ®,,(C) von
Randfdrbungen der Giiteklassen kleiner gleich n bereits bestimmt. Fine Randfirbung heifst
gut von der Stufe n+ 1, wenn sie ®,(C) -gut ist.

Somit ergibt sich eine aufsteigende Kette von Randfarbungen ®,,(C). Da die Menge ®(r)
endlich ist, muss diese Kette irgendwann einmal stationdr werden, das heifit, es muss einen

Index ng geben, derart dass keine Randfirbungen von der Giiteklasse ng + 1 existieren,
man schreibt ®(C) anstatt ¢, (C).

Definition 5.12. 1. Gilt ®(C) = ®(r), das heift, jede Randfirbung ist gut von irgend-
einer Stufe, so ist die Konfiguration C' D-reduzibel.

2. ®,, ist eine echte Teilmenge von ®(r) und damit ist die Konfiguration C' D-reduzibel.

5.4 A-, B- und C-Reduzibilitait

Definition 5.13. FEs sei C' eine Konfiguration mit den Auflenecken x1,...,x, in zyklischer
Anordnung. Fin Paar (S,0), bestehend aus einem Graphen S und einer surjektiven Abbil-
dung o wvon der Menge der Aufenecken von C auf die Menge der Auflenecken von S ist
ein Reduzent fir C, wenn S weniger Ecken hat als C und folgendes gilt:

1. o erhdlt die Nachbarschaftsrelation, das heifit, fir alle j € {1,...,r} sind o(z;) und
o(zj+1) benachbart, insbesondere verschieden,

2. Urbilder verschiedener Auflenecken von S beziiglich o trennen sich nicht gegenseitig,
das heifit, fir ji, jo, k1, ko € {1,...,7} mit

o(zj,) = o(xs,) # o(zr,) = o(w,)

ist die Anordnung
1< ki1 < Jo < ko

unmdogqlich.

Ein Graph der Bestandteil eines Reduzenten ist, ist auf jedem Fall zusammenhéngend. Be-
trachtet man eine Minimaltriangulation G, die eine Konfiguration C' enthélt, zu welcher
ein Reduzent (S,0) gegeben ist, dann kann man einen Graphen G, konstruieren der we-
niger Fcken als G hat. Zunédchst werden aus G die inneren Ecken von C' entfernt. Der
neu entstandene Graph G’ hat ein Ausnahmegebiet L, welches beschrankt ist und von ei-
nem regulidren r-Eck begrenzt wird. Im néchsten Schritt werden je zwei Ecken, die unter
o gleich abgebildet werden, durch Diagonalen verbunden. Da sich Urbilder einzelner Ecken
nicht trennen, kreuzen sich die Diagonalen nicht. Durch Hinzunahme dieser Diagonalen als
Kanten entsteht G”, dabei wird angenomen, dass C' o -richtig in G eingebettet ist, also 2
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Auflenecken von C', die von o gleich abgebildet werden, sind in G nicht benachbart. Diese
neuen Kanten werden zu einem ihrer Punkte kontrahiert und es entsteht G". Der mitt-
lerweile deformierte Rand des Ausnahmegebietes von G’ wird homéomorph auf den Rand
des unbeschriankten Gebietes von S abgebildet. Die Umkehrabbildung 148t sich so zu einer
Einbettung auf ganz S fortsetzen, dass gilt:

1. die Bilder der inneren Ecken von S liegen in Gebieten von G",

2. sind die Bilder der Endpunkte einer Kante B von S in G” durch eine Kante B’
verbunden, so wird B auf B’ abgebildet

3. die Bilder der iibrigen Kanten von S liegen - moglicherweise mit Ausnahme eines oder
beider Endpunkte - ganz in Gebieten von G" .

Dadurch wird garantiert, dass die Bilder der Ecken und Kanten von S, soweit sie nicht schon
zu G gehoren, zu G" hinzugenommen werden konnen, ohne die Grapheneigenschaft zu
storen. Man erhélt einen Graphen G, , in dem S eingebettet ist und zwar so, dass er
die Konfiguration C' in der urspriinglichen Minimaltriangulation G ersetzt. Die Abbildung
o wird zu einer Abbildung ¢’ von der Eckenmenge von G’ in die Eckenmenge von G,
fortgesetzt, so dass jede Ecke von G’, die nicht Auflenecke von C' ist auf die entsprechende
Ecke in G, abgebildet wird. Weil G, weniger Ecken als G hat, ist x o ¢’ eine zuléssige
4-Eckenfarbung von G’. Die Reduzibilitit von C wire gewahrleistet, wenn C' in einer
Minimaltriangulation eingebettet werden konnte. Man betrachtet y o o, welche durch die
Werte von y auf den AuBenecken von S bestimmt wird. Sei ¥(S) die Menge der zuléissigen
4 -Eckenfarbungen von S'.

Definition 5.14. Fine Randfirbung von C' ist o -vertrdglich, wenn sie von der Form
xoo mit x € W(S) ist. Die Menge der o -vertriglichen Randfirbungen von C wird mit
O(r,0) bezeichnet.

Beispiel. Beim Reduzenten fiir den Birkhoff-Diamanten sind nur 6 von 31 Randfirbungen

der Grole 6 o -vertréglich.

Definition 5.15. Fine Konfiguration C heifit A-reduzibel, wenn sie einen Reduzenten
(S,0) besitzt, der folgende Bedingungen erfillt:

1. C kann in eine Minimaltriangulation nur o -richtig eingebettet werden
2. jede o -vertrdgliche Randfdrbung ist direkt durchfirbbar, das heifit, es gilt
O(r,o) C Oo(C).

Satz 5.16. Eine Konfiguration, deren Inneres aus einer n-Ecke und n — 1 zu ihr benach-
barten 5 -Ecken besteht ist A-reduzibel.

Beispiel. Der 4-Stern ist A-reduzibel, siehe Satz 3.10.

Definition 5.17. Es seien C' eine Konfiguration und (S, o) ein Reduzent fiir C', derart dass
C in eine Minimaltriangulation nur o -richtig eingebettet werden kann. Die Konfiguration

C st
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e B-reduzibel, wenn jede o -vertrdigliche Randfarbung entweder von Anfang an gut oder
gut von der Stufe 1 ist, das heifit, wenn gilt:

O(r,0) C P4(C),

e C-reduzibel, wenn jede o -vertrdgliche Randfirbung gut von irgendeiner Stufe ist, das
heifst, wenn gilt:

A

O(r,0) C (C).
Beispiel. Der Birkhoff-Diamant ist B-reduzibel.

Satz 5.18. Die Konfiguration C', deren Inneres aus einer 8 -Ecke und finf aufeinanderfol-
genden ihrer Nachbarn mit dem Grad 5 besteht, ist C-reduzibel und D-reduzibel.

Offenbar ist die A-Reduzibilitét eine Spezialisierung der B-Reduzibilitdt und die B-Reduzibilitét
eine Spezialisierung der C-Reduzibilitit. Die D-Reduzibilitét 14asst sich ebenfalls als eine Spe-
zialisierung der C-Reduzibilitdt auffassen: Sei C' eine Konfiguration, sei S der Randkreis
von C' und o die Identitéit. Da o keine Auflenecken von C' identifiziert, tritt C' in einer
Minimaltriangulation immer o -richtig eingebettet auf, also

O(r,0) = O(r).

5.5 Heesche Hindernisse und Faustregel

Eine Konfiguration, deren innere Ecken sdmtlich mindestens den Grad 3 aufweisen hat bisher
allen Reduzibilitdtsversuchen getrotzt, wenn eine der folgenden Strukturen darin wesentlich
auftritt (Heesche-Hindernisse):

1. eine innere Ecke mit mehr als drei Beinen
2. eine Artikulation mit mehr als zwei Beinen

3. ein hingendes 5-Paar, das heifit, zwei benachbarte innere 5-Ecken, die noch genau
zu einer weiteren inneren Ecke benachbart sind und zwar zu derselben; die zu einem
héngenden 5-Paar gehorenden Ecken haben jeweils genau drei Beine.

Definition 5.19. Fin Hindernis tritt in einer Konfiguration wesentlich auf, wenn sie nicht
aus einer reduziblen Konfiguration durch Erweiterung um ein Hindernis und eventuell weitere
Hindernisse gewonnen werden kann.

Faustregel 5.20. Eine Konfiguration der Ringgréffe n mit m inneren FEcken, aber ohne
Hindernisse, ist mit grofler Wahrscheinlichkeit reduzibel, wenn gilt

3n
>——0
=

Beispiel. Beim 4-Stern ist m =1,n =4 und 32—” —6=0<m.
Beim k-Stern, k> 5 ist m=1,n =k und 37”—62%>m.
Beim Birkhoff-Diamanten ist m = 4,n =6 und 37" —6=3<m.
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Ein weiteres Hindernis ist die Ringgrofle. Dabei geht es um die Rechenzeit, so vervierfacht
sich die Rechenzeit und der Speicherbedarf bei einer Erhohung der Ringgrofle um 1. Da-
her sollte man unvermeidbare Mengen von von Konfigurationen mit beschrankter Ringgrofie
suchen. Andererseits erhoht eine Zunahme der Ringgréfie die Wahrscheinlichkeit der Redu-
zibilitdt. Geht man néamlich zu einer Konfiguration iiber, deren Inneres gerade die gegebene
Konfiguration ist, so wéchst nach obiger Ungleichung die Ringgrofie linear, die Zahl der inne-
ren Ecken aber quadratisch. Daher ist immer ein Tradeoff zwischen Rechenzeit und Heescher
Faustregel durchzufiihren. Tatséchlich enthélt die unvermeidbare Menge von Appel und Ha-
ken aus 1936 reduziblen Konfigurationen nur Elemente einer Ringgrofie kleiner gleich 14 .

6 Unvermeidbare Mengen - Entladungsprozeduren

Wegen (3.14) und den noch zu betrachtenden Féllen, also normale Graphen ohne Ecken mit
einem Grad kleiner als 5 folgt:

U5 — U7 — 208 — ... — (s — 6)vg = 12,

wobei s das Maximum der vorkommenden Grade von Ecken bezeichnet. Zu Beginn wird
jeder Ecke die Ladung 60 - (6— Grad der Ecke) zugeordnet. Die Gesamtladung des Systems
entspricht nach obigem Ausdruck +720, wobei jedoch nur die 5-Ecken positiv geladen sind.
Nun werden Ladungen verschoben, so dass die 5-Ecken positive Ladungen abgeben. Dabei
wird die Gesamtladung nicht veréndert, weshalb auch nach Entladung positiv geladene Ecken
vorhanden sein miissen, voraus auf die Existenz unvermeidbarer Mengen geschlossen werden
kann. Dabei kénnen verschiedene Algorithmen zur Entladung benutzt werden. Wir benutzen
nachfolgend zuerst den Algorithmus, dass jede 5-Ecke eine Ladung der Stiarke 12 an jeden
seiner Nachbarn vom Grad > 7 abgibt. Als zweites benutzen wir einen Algorithmus, bei dem
jede 5-Ecke eine Ladung der Stiarke 20 an jeden seiner Nachbarn vom Grad > 7 abgibt.

Satz 6.1. Die Menge Uy, bestehend aus einer 5-5-Kette und einer 5 -6 -Kette, bildet eine
unvermetdbare Menge.

Bewets. Wenn G keine Konfigurationen in U; hat, dann haben alle Nachbarn von Ecken
mit Grad 5 einen Grad > 7. Die Ecken mit Grad 5 geben ihre Ladung vollkommen ab.
Wenn v eine Ecke mit Grad k& > 7, dann kénnen nicht zwei aufeinanderfolgende Nachbarn
von v Grad 5 haben, also hat v hochstens %k; Nachbarn mit Grad 5, erhélt also maximal
die Ladung 6k . Weil es aber mit einer Ladung von (6 — k) - 60 gestartet ist, folgt (6 — k) -
60+ 6k < (6—7)-60+6-7<0. Also ist die Ladung von G negativ im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Satz 6.2. Die Menge U, , bestehend aus einer 5 -5 -Kette und einer 6 -6 -5 -Kette (wobei die
beiden 6-Ecken mit der 5-Ecke verbunden sein miissen), bildet eine unvermeidbare Menge.

Beweis. Angenommen G ist eine triangulierter Graph mit kleinsten Grad 5 und G enthélt
keine der Konfigurationen aus Us;. Es folgt, dass keine Ecke vom Grad 5 einen Nachbarn
vom Grad 5 oder zwei benachbarte Ecken vom Grad 6. Deshalb hat jede Ecke vom Grad
5 mindestens 3 benachbarte Ecken vom Grad 7. Die Ecken vom Grad 5 werden also
vollstandig entladen. Die Ecken vom Grad 7 haben hochstens drei Nachbarn vom Grad 5,
enden also mit einer Ladung von (6 —7)-6043-20 = 0. Gleichzeitig haben aber alle Ecken
mit Grad k& > 8 eine maximale Ladung von (6—k)-60+%-20-k’ = 360—50k < 360—50-8 < 0.

O
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Satz 6.3. Fine Minimaltriangulation enthdlt mindestens eine 6 -FEcke oder 7 -FEcke.

Um eine genauere Abschitzung der Groflenordnung moglicher unvermeidbarer Mengen re-
duzibler Konfigurationen zu erhalten sucht man zunéchst unvermeidbare Mengen, bestehend
aus Konfigurationen, die geographisch gut sind.

Definition 6.4. Eine Konfiguration heifit geographisch gut, wenn keine Ecke drei Beine
besitzt, deren zweite Ecken sich nicht zu einer Kette anordnen lassen.

Dies sind unter denjenigen Konfigurationen, deren Ecken alle einen Grad > 5 haben, genau
diejenigen, die die ersten beiden Heeschen Hindernisse vermeiden.

Ein grofle Hiirde stellten 6-6-Kanten dar. Diese wurden mit sogenannten transversalen
Entladungen geknackt, bei der Ladungen quer entlang mehrerer Kante flielen. Da diese
jedoch situationsabhéngig sind, werden diese nicht weiter dargestellt, wennglech sie aber
essentiell fiir den Beweis sind.
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