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Einfiihrung

Definition: HP-Raum

Im Folgenden betrachten wir die Klasse aller holomorphen
Funktionen (Hardy-Raum) HP = HP(RJ) auf R2, die

e}
/ |F(x+iy)|Pdx < AP <00, y >0, A<oo. (1)

—00

genligen.
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Einfiihrung

Sei B eine offene Teilmenge des R”, dann verstehen wir unter der
Rohre Tg, mit Basis B die Teilmenge aller

z=(21,...,2n) = (X1 + iy1, ..., Xn + iyn) = x + iy € C, fir die

y e B.
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Einfiihrung

Sei B eine offene Teilmenge des R”, dann verstehen wir unter der
Rohre Tg, mit Basis B die Teilmenge aller

z=(21,...,2n) = (X1 + iy1, ..., Xn + iyn) = x + iy € C, fir die

y € B.Eine holomorphe Funktion auf der Rohre Tg gehodrt genau
dann zu dem Raum HP = HP(Tg),p > 0, wenn JA < o so dass

|F(x + iy)|Pdx < AP, Vy € B.

Rn
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Ein anderer Ansatz beruht auf der Tatsache, dass eine Funktion

F = u+ iv genau dann in einem einfach zusammenhangenden
Gebiet analytisch ist, wenn (v, u) der Gradient einer harmonischen
Funktion in dieser Region ist.
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Ein anderer Ansatz beruht auf der Tatsache, dass eine Funktion

F = u+ iv genau dann in einem einfach zusammenhangenden
Gebiet analytisch ist, wenn (v, u) der Gradient einer harmonischen
Funktion in dieser Region ist.Sei F = (u1, ..., up) eine vektorwertige
Funktion, die in einem Gebiet D C R" definiert ist. F ist genau
dann analytisch, wenn fiir seine partiellen Ableitungen

Z":@uj'_o 8u,~_%

= = j=1,...
a)(] Y a)(J axl I?./ Y 7n

gilt.
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Einfiihrung

Im Folgenden sei B C R" offen und zusammenhangend. Wir
konstruieren eine Funktion F € H?(Tg). Dazu sei f eine Funktion,
fiir die
sup [ |F(t)Pe ™ tdt < A2 < oo (2)
yeB JRN

gilt.
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Einfiihrung

Im Folgenden sei B C R" offen und zusammenhangend. Wir
konstruieren eine Funktion F € H?(Tg). Dazu sei f eine Funktion,

fur die
sup
yeB

gilt. Wir zeigen, dass wenn y auf einer kompakten Teilmenge von B
beschrankt ist, eine integrierbare Funktion existiert, die
|e2™Ztf(t)| = e=2™'t|f(t)| majorisiert.

/n [f(t)]?e™ ™ tdt < A% < oo (2)
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Einfiihrung

Im Folgenden sei B C R" offen und zusammenhangend. Wir
konstruieren eine Funktion F € H?(Tg). Dazu sei f eine Funktion,
fiir die
sup [ |F(t)Pe ™ tdt < A2 < oo (2)
yeB JRN
gilt. Wir zeigen, dass wenn y auf einer kompakten Teilmenge von B
beschrankt ist, eine integrierbare Funktion existiert, die
|€2™#tf(t)| = e=2™V"t|f(t)| majorisiert.Dann ist

Fa)= [ erinr(edr 3)

eine holomorphe Funktion in Tg.
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Einfiihrung

Sei yo € B beliebig, weil B offen, existiert eine Umgebung N C B
von yp. Fiir alle y € N gilt

/ (et nl gy < A2
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Einfiihrung

Sei yo € B beliebig, weil B offen, existiert eine Umgebung N C B
von yp. Fiir alle y € N gilt

/ (et nl gy < A2

Zerlegen wir den R" in eine endliche Menge von disjunkten
vieleckigen Kegeln Iy, ..., [, mit Spitze im Nullpunkt und wenn
immer 2 Punkte, v und w zu einem dieser Kegel gehoren, dann ist
der Winkel zwischen den beiden Segmenten Ov und Ow kleiner als
/4.
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Einfiihrung

Sei yo € B beliebig, weil B offen, existiert eine Umgebung N C B
von yp. Fiir alle y € N gilt

/ (et nl gy < A2

Zerlegen wir den R" in eine endliche Menge von disjunkten
vieleckigen Kegeln Iy, ..., [, mit Spitze im Nullpunkt und wenn
immer 2 Punkte, v und w zu einem dieser Kegel gehoren, dann ist
der Winkel zwischen den beiden Segmenten Ov und Ow kleiner als
7 /4. Weil N eine Umgebung von yy ist, existiert ein § > 0, sodass

{y:ly =yl =06} CN.
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Einfiihrung

Beispiel 3

Sei € = 476 /+/2 und y so dass (yo — y) € Tj und |y — yo| = 4,
dann ist €|t| < —4m(y — yo) - t fir alle t € T;.
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Einfiihrung

Sei € = 4m5/v/2 und y so dass (yp — y) € [jund |y — yo| =90,
dann ist €|t| < —4m(y — yp) - t fiir alle t € T;. Es folgt

/ ’f(t)|2e—47ryo~tee|t|dt§/ |f(t)|2e—477y0~te—47r(y—y0)~tdt§A2
rj T

und
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Einfiihrung

Sei € = 4m5/v/2 und y so dass (yp — y) € [jund |y — yo| =90,
dann ist €|t| < —4m(y — yp) - t fiir alle t € T;. Es folgt

/ ’f(t)|2e—47ryo~tee|t|dt§/ |f(t)|2e—477y0~te—47r(y—y0)~tdt§A2
r rj

und

|f
Rn

k
(t)Petmotedtidr = :/ |F(t)[Pe ™o tedltldr < kA? < oo
: r:
Jj=1°"
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Einfiihrung

Beispiel 4

Also

|F(t)]e" 2o tele/Dltlgr = /(|f(t)|e(f/2)fe—27ry0~t)e—(e/4)|t|dt

(/ |f(t)’2ee|t|e47ryo-tdt)1/2(/ ef(e/2:
Rn

Rn

IN

n
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Einfiihrung

Beispiel 4

Also

|F(t)]e" 2o tele/Dltlgr = /(|f(t)|e(f/2)fe—27ry0~t)e—(e/4)|t|dt

< (/ |f(t)’2ee|t|e47ryo-tdt)1/2(/ ef(e/2:
Rn

n

Rn
Weil y in einer Umgebung mit Radius €/8m um yyp liegt, ergibt sich

|f(t)|e—27ry~t < |’r(t)‘e—27ry0~te(e/4)|if|7

also eine integrierbare Funktion.
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Einfiihrung

Beispiel 4

Also

|F(t)]e" 2o tele/Dltlgr = /(|f(t)|e(f/2)fe—27ry0~t)e—(e/4)|t|dt

< (/ |f(t)’2ee|t|e47ryo-tdt)1/2(/ ef(e/2:
Rn

n

RN

Weil y in einer Umgebung mit Radius €/8m um yyp liegt, ergibt sich
|f(t)|e—27ry~t < |’r(t)‘e—27ry0~te(e/4)|if|7

also eine integrierbare Funktion.Eine Anwendung des Satzes von
Plancherel fiir y € B liefert

/ IF(x + iy) 2 = / F()Pe ™ dt < A < o,
R~ R~
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HP-Theorie

Satz 2.1

F € H?(Tg) genau dann, wenn F die Form (3) hat und f(2)
erfiillt.
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Fiir B C R" bezeichnen wir mit B¢ die konvexe Hiille von B. B¢
ist die kleinste konvexe Menge, die B enthilt.

V.
Korollar

Wenn F € H?(Tg) dann ist das Integral in (3) fiir alle z € Tpe
wohldefiniert und stellt eine Funktion in H*( Tgc) mit der selben
Norm wie F.
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HP-Theorie

Beweis

Als erstes halten wir fest, dass der Satz von Plancherel zusammen
mit Satz 2.1 impliziert, dass

IFl = sup( [ IF(e)2e e’ @
yeB JRn"
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HP-Theorie

Beweis

Als erstes halten wir fest, dass der Satz von Plancherel zusammen
mit Satz 2.1 impliziert, dass

IFl = sup( [ IF(e)2e e’ @
yeB JRn"

Sei
S = {y cR": / |f(t)|2e_4”y'tdt < HF||§}7

dann ist B C S und es bleibt zu zeigen, dass S konvex ist.
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HP-Theorie

Beweis 2

Nehmen wir dafiir an, dass y',y” € S mit y = ay’ + (1 — a)y”,
0 < a < 1. Unter Ausnutzung der Ungleichung

uvi=® < au+ (1 — a)v (giiltig fiir alle nichtnegativen Zahlen
u, v) erhalten wir
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HP-Theorie

Beweis 3
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HP-Theorie

Beweis 3

FOPe ™ de = [ [f(nPetre tetlizan gy
R~ -

- /Rn(’f(t)|2e‘4”Y"f)a(\f(t)Pe-W”’f)l-adt
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HP-Theorie

Beweis 3

R ide = [ |f(p)fe ey tetnlie gy
Rn Rn
- / (F(8)Pe ™ D) (|F(t)Pe ™) dt
Rn

« \f(t)|2e—47ry/.tdt +(1- a)/ |f(t)]2e_4
R~ e

IN
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HP-Theorie

Beweis 3

R ide = [ |f(p)fe ey tetnlie gy
Rn Rn
- / (F(8)Pe ™ D) (|F(t)Pe ™) dt
Rn

o \f(t)|2e—4W"'-‘dt+(1_a)/ IF(£) e
Rn Rn

2
< |Flz-

IN

Somit y € S und S konvex.
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass H*(Tg)
eine Funktion ungleich Null enthilt ist, dass keine komplette
Gerade in B liegt.
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Angenommen B enthilt eine Gerade, die alle Punkte y enthalt, fiir
die y = at + b, —00 < 7 < o gilt. Weiterhin sei N(tp) die
spharische Umgebung im R" von ty, so dass a - t auBerhalb von 0
begrenzt ist. Dann gilt fiir y auf dieser Linie, dass F € H?(Tg)
und f erfiillt (2) und (3).
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Angenommen B enthilt eine Gerade, die alle Punkte y enthalt, fiir
die y = at + b, —00 < 7 < o gilt. Weiterhin sei N(tp) die
spharische Umgebung im R" von ty, so dass a - t auBerhalb von 0
begrenzt ist. Dann gilt fiir y auf dieser Linie, dass F € H?(Tg)
und f erfiillt (2) und (3).Es gilt

IFIE= [ IR tdr> [ jr(e)pe-tmiee-snoigs
Rn N(tp)
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Aber weil T € R beliebig, konnen wir e=*™7(*t) so groB in N(to)
machen, wie wir wollen. Also f(t) = O fiir fast alle t € N(tp).

Carsten Erdmann



Aber weil 7 € R beliebig, kdnnen wir e=477(®"t) so groB in N(tp)
machen, wie wir wollen. Also f(t) = O fiir fast alle t € N(tp).

Um zu sehen, dass wenn B keine Linie enthilt und H?(Tg) dann
eine Funktion F # 0 enthalt, nehmen wir an, dass solch eine
Menge B die Existenz eines offenen konvexen Kegels, I impliziert.
Wobei I keine Gerade, aber B enthilt. Es folgt, dass I regular ist
und fiir solche Kegel H?(Tr) ein F # 0 enthilt.
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HP-Theorie

Wenn yg ein Randpunkt von B ist, eroffnet sich die Frage, ob der
Grenzwert

F(x+iv)= lim F(x+iy) (5)
y—yo,y€B

existiert und wenn ja, in welchem Sinn?
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Einfiihrung
HP-Theorie

ibe

Als erstes halten wir fest, dass wenn yg ein Randpunkt von B ist,
dass (wegen (4) und Fatou’'s Lemma)

/ F(8)Pe*™tde < || F2.
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Als erstes halten wir fest, dass wenn yg ein Randpunkt von B ist,
dass (wegen (4) und Fatou’'s Lemma)

/ F(8)Pe*™tde < || F2.

Weil f(t)e 2™t eine Funktion in L2(R") ist, kdnnen wir die
Definition des Integrals in (3) ausweiten zu z = x + iyp, indem wir
die inverse Fouriertransformation benutzen. Wir erhalten also

n

F(x + iyo) = / 2O E (1)t (6)
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Einfiihrung
HP-Theorie

be

In diesem Sinne kann indem man die Fouriertransformierte einer
Funktion F, = F(- + iy) nimmt, dann zum Limes iibergeht und die
inverse Fouriertransformierte nimmt, eine Antwort auf die Frage
gegeben werden.
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In diesem Sinne kann indem man die Fouriertransformierte einer
Funktion F, = F(- + iy) nimmt, dann zum Limes iibergeht und die
inverse Fouriertransformierte nimmt, eine Antwort auf die Frage
gegeben werden.

Man konnte also annehmen, dass wie im Eindimensionalen, dass
F(x+iy) — F(x+ iyo) falls y — yo,y € B, entweder bzgl. der
L?-Norm oder fiir fast alle x. Jedoch ist dies im Allgemeinen falsch,
wie das folgende Beispiel zeigt.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 1

Sei | eine Linie im R2 mit der Form y - a = 3 (wobei a ein fester
Vektor und 3 € R) und y; ein Punkt, der nicht auf dieser Linie
liegt. Durch diese Linie wird der R? in 2 disjunkte Halbraume
geteilt.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 1

Sei | eine Linie im R2 mit der Form y - a = 3 (wobei a ein fester
Vektor und 3 € R) und y; ein Punkt, der nicht auf dieser Linie
liegt. Durch diese Linie wird der R? in 2 disjunkte Halbraume
geteilt.

Nehmen wir weiterhin an, dass y; in demjenigen Halbraum ist, fiir
den y - a > 3 gilt. Dann gilt, dass die Funktion von 2 komplexen
Variablen z = (21, z2) = (x + iy) definiert durch

G(z) = exp(—ip(z-a—iB)),p >0, [G(z)| = exp(p(y - a — B))
erfiillt. Diese ist 1 fiir y € /, kleiner 1 im Halbraum, welcher nicht
y1 enthélt und gleich einer Zahl N > 1, wenn y = y;.
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HP-Theorie

genbeispiel 1

Sei I eine Linie im R? mit der Form y - a = 3 (wobei a ein fester
Vektor und 3 € R) und y; ein Punkt, der nicht auf dieser Linie
liegt. Durch diese Linie wird der R? in 2 disjunkte Halbraume
geteilt.

Nehmen wir weiterhin an, dass y; in demjenigen Halbraum ist, fiir
den y - a > 3 gilt. Dann gilt, dass die Funktion von 2 komplexen
Variablen z = (21, z2) = (x + iy) definiert durch

G(z) = exp(—ip(z-a—if)),p >0, [G(z)] = exp(p(y - a — B))
erfiillt. Diese ist 1 fiir y € /, kleiner 1 im Halbraum, welcher nicht
y1 enthélt und gleich einer Zahl N > 1, wenn y = y;.

Dieses N kann natiirlich so groB gemacht werden, wie man will,
indem man p groB genug wihlt. Weiterhin gilt, dass |G(z)| < N,
wenn z = x + iy der Bedingung (y; — y) - a > 0 geniigt.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 2

Nehmen wir jetzt an, dass B eine Scheibe im R? ist mit 0 als
Grenzpunkt und in der oberen Halbebene liegend.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 2

Nehmen wir jetzt an, dass B eine Scheibe im R? ist mit 0 als
Grenzpunkt und in der oberen Halbebene liegend.

Wir waéhlen eine Folge {yx} auf dem Rand von B mit y, — 0.
Weiterhin sei {o} eine Folge von Sektoren von B, jeder von
diesen besteht aus einem Gebiet zwischen einer Linie /i, welche
beide Rander von B von beiden Seiten von yj schneidet, und dem
Bogen auf dem Rand, welcher y, enthilt.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 2

Nehmen wir jetzt an, dass B eine Scheibe im R? ist mit 0 als
Grenzpunkt und in der oberen Halbebene liegend.

Wir waéhlen eine Folge {yx} auf dem Rand von B mit y, — 0.
Weiterhin sei {o} eine Folge von Sektoren von B, jeder von
diesen besteht aus einem Gebiet zwischen einer Linie /i, welche
beide Rander von B von beiden Seiten von yj schneidet, und dem
Bogen auf dem Rand, welcher y, enthilt.

Weiterhin nehmen wir an, dass die /'s so nahe an den den yy's
liegen, dass die o 's paarweise disjunkt sind und /; parallel zu der
Tangente in yy ist.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(1) Gy ist analytisch in Ca
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(1) Gy ist analytisch in Ca
(i1) |Gk(x + iy)| hangt lediglich von y ab
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(1) Gy ist analytisch in Ca
(i1) |Gk(x + iy)| hangt lediglich von y ab
(i) |Gk(z) <1lwennze Tg—T,,
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(i)

(i1) |Gk(x + iy)| hangt lediglich von y ab
(i) |Gk(z) <1lwennze Tg—T,,

(iv) |Gr(x + iy)| = 1 4 2572 = Ny und fiir
ze Ty, 1 |Gr(2)] < N.

Gy ist analytisch in C,

Carsten Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Rohren



HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(i)

(i1) |Gk(x + iy)| hangt lediglich von y ab
(i) |Gk(z) <1lwennze Tg—T,,

(iv) |Gr(x + iy)| = 1 4 2572 = Ny und fiir
ze Ty, 1 |Gr(2)] < N.

Weiterhin definieren wir eine Funktion F durch

Gy ist analytisch in C,

F(z) = io: 27%Gi(2).
k=1
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 3

Nun kdnnen wir fiir jedes k eine Funktion Gj konstruieren, fiir die
gilt dass

(i)

(i1) |Gk(x + iy)| hangt lediglich von y ab
(i) |Gk(z) <1lwennze Tg—T,,

(iv) |Gr(x + iy)| = 1 4 2572 = Ny und fiir
ze Ty, 1 |Gr(2)] < N.

Weiterhin definieren wir eine Funktion F durch

Gy ist analytisch in C,

F(z) = io: 27%Gi(2).
k=1

Falls z € Tg, dann gehort es entweder zu genau einer Rohre Ty,
oder zu keiner.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 4

Fiir den ersten Fall ergibt sich

ko—1 [e's)
Fiz)| <> 27kt @44+ Y 27k =5,
k=1 k=ko+1
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 4

Fiir den ersten Fall ergibt sich

ko—1 [e's)
Fiz)| <> 27kt @44+ Y 27k =5,
k=1 k=ko+1

und im zweiten Fall ergibt sich

Fiz)| <> 27F=1.
k=1
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 4

Fiir den ersten Fall ergibt sich

ko—1 [e's)
Fiz)| <> 27kt @44+ Y 27k =5,
k=1 k=ko+1

und im zweiten Fall ergibt sich

Fiz)| <> 27F=1.
k=1

Also auf alle Fille F € H*(Tpg).
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 4

Fiir den ersten Fall ergibt sich

ko—1

o0
Fiz)| <> 27kt @44+ Y 27k =5,
k=1 k=ko+1

und im zweiten Fall ergibt sich

Fiz)| <> 27F=1.
k=1

Also auf alle Fille F € H*°(Tg).Wegen (ii) und (iv) kénnen wir
Punkte y, € oy finden, die so nahe an yj sind, dass
|Ge(x+ iy )| > Nk —1, k=1,2, ...
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Also

F(x+ivp)l > 279Ge(x + ivi)l = > 27| Gilx + ivy)|
J#k
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Also

F(x+ivp)l > 279Ge(x + ivi)l = > 27| Gilx + ivy)|
ik
J#k
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Also

F(x+ivp)l > 279Ge(x + ivi)l = > 27| Gilx + ivy)|
J#k
> 27K (Ne—1) =Y 2
J#k
> 4-1=3.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 5

Dies zeigt, dass wenn wir den Grenzpunkt 0 mit einer Folge
erreichen, die alle Sektoren o) umgeht, dass dann |F(x +iy)| <1
fir alle y in dieser Folge. Andererseits limy_. y;, = 0 und

|F(x + iy,)| > 3. Dies zeigt, dass der punktweise Limes

lim F(x+i
yEB’yHO( y)

nicht fiir jedes x € R? existieren kann.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 5

Dies zeigt, dass wenn wir den Grenzpunkt 0 mit einer Folge
erreichen, die alle Sektoren o) umgeht, dass dann |F(x +iy)| <1
fiir alle y in dieser Folge. Andererseits limy_. y; = 0 und

|F(x + iy,)| > 3. Dies zeigt, dass der punktweise Limes

lim F ]
Jeim_FOctiy)
nicht fiir jedes x € R? existieren kann.
Um ein Beispiel fiir eine Funktion im H2(Tg), welche keinen Limes
bzgl. der L?-Norm hat, geniigt es eine Funktion G € H?(Tg),

wobei B C B’, sodass G(x + i0) = G(x) # 0, zu finden und diese
dann mit F zu multiplizieren.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 6

Dann ist

|F(x + iy)G(x + iy)|Pdx > 9/ |G(x + iy)[?dx
R" R

firy =y,, k=1,2,.... und
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 6

Dann ist

|F(x + iy)G(x + iy)|Pdx > 9/ |G(x + iy)[?dx
R" R

firy =y,, k=1,2,.... und

|F(x +iy)G(x + iy)\zdx < / |G(x + iy)|2dx
Rn Rn
wenny € Bund y ¢ oy, k=1,2,..... Daher kann

i Flxt VGl s i
Jeim (x +iy)G(x + iy)

nicht in der L2-Norm existieren.
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 7

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist

1 . . 1
= = = 5 5 > - =
G(z) CE e z = (z1,) = (xa+iy1, xo+iy2),  y1,¥2 5
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 7

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist

1 . . 1
= = = 5 5 > - =
G(z) CE e z = (z1,) = (xa+iy1, xo+iy2),  y1,¥2 5

Sie ist definiert und analytisch in Tg: mit B C B und

1
G d dxid
/' O+ iy) P / /oo\xl+:(y1+1)| hads

2|xo 4 i(y2 + 1)
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HP-Theorie

Gegenbeispiel 7

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist

1 . . 1
= = = 5 5 > - =
G(z) CE e z = (z1,) = (xa+iy1, xo+iy2),  y1,¥2 5

Sie ist definiert und analytisch in Tg: mit B C B und

o o 1
G v)[Pdx = // : dx d
/Rn' bt = | | aTioatD) ac

2|xo 4 i(y2 + 1)

2
1
oo X +Z

IN

Also G € HZ(TB/).
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Definition

Ein offenes Vieleck im R" ist das Innere der konvexen Hiille einer
endlichen Teilmenge des R".
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Ein offenes Vieleck im R" ist das Innere der konvexen Hiille einer
endlichen Teilmenge des R".

4
Korollar

Sei P ein offenes Vieleck in R" und F € H?>(Tp). Wenn wir die
Definition von F zu der Menge T wie in (6) erweitern, dann ist
die Abbildung y — F(x + iy), von P nach L?>(R"), stetig.
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Beweis 1

Es geniigt, aufgrund des Satzes von Plancherel zu zeigen, dass
y — f(t)e™?™t stetig ist. Angenommen P ist die konvexe Hiille
der endlichen Menge {yi, ..., yx} C R". Dann ist

k

G(t) =D e ™ t|f(e)P?

j=1
integrierbar in R". AuBerdem ist G die Majorante fiir
e~V t|f(t)|? fiir alle y € P.
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Beweis 2

Seiy € P, mity = aiy1 + qoys + ... + auyk,; > 0,j=1,.... k
und ZJ'-‘II aj = 1. Es folgt

k k

k
et = exp { —4n Y oy 1) o = [J(e )Y <y T ajen it

j=1 j=1 j=1
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Beweis 3

Fiir y,y € P,y — ¥, ergibt sich
|f(t)e 2™t — f(t)e 2™E2 - 0.

Diese Konvergenz kann man durch 4G(t) abschitzen. Die
Behauptung folgt durch Anwendung des Satzes iiber majorisierte
Konvergenz.
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Korollar

Sei B eine offene, konvexe Teilmenge des R" und yo ein Punkt auf
seinem Abschluss. Weiterhin sei F € H?(Tg) und P ein offenes
Vieleck, welches in B enthalten ist, mit yy als Grenzpunkt. Dann
folgt aus y — yp in P, dass F(x + iy) — F(x + iyp) bzgl. der
L2-Norm, wobei F(x + iyo) wie in (6) definiert ist.
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Sei B eine offene konvexe Teilmenge des R? und yo € OB. Dann
existiert
lim  F(x+iy) = F(x+ iy)
y—yo,yeB
in L? fiir jedes F € H?(Tg) genau dann, wenn yq ein vieleckiger
Randpunkt von B ist.
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Wenn der Limes in (??) existiert, dann bezeichnen wir ihn als
unbeschrdnkten Limes.
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Bemerkung

Wenn der Limes in (??) existiert, dann bezeichnen wir ihn als
unbeschrankten Limes.Wenn ein solcher Limes immer dann
exisiert, wenn y — yg innerhalb eines Vielecks in B, wobei yp ein
Randpunkt ist, dann sagen wir dass der beschrankte Limes in y,
existiert.
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HP-Theorie

Bemerkung

Wenn der Limes in (??) existiert, dann bezeichnen wir ihn als
unbeschrankten Limes.Wenn ein solcher Limes immer dann
exisiert, wenn y — yg innerhalb eines Vielecks in B, wobei yp ein
Randpunkt ist, dann sagen wir dass der beschrankte Limes in y,
existiert.In diesem Sinne behauptet Korollar (2.7), dass
L%-begrenzte Limiten an allen Randpunkten fiir alle H2-Funktionen
existieren. Wahrenddessen Satz (2.8) die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz von
L2-unbeschrinkten Limiten angibt (fiir n = 2).
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Lemma

Sei F € HP(Tg),p > 0 und By C B, sodass
d(Bo,0B) =inf{|y1 — y2| : y1 € Bo,y» ¢ B} > € >0, dann
existiert eine Konstante C = C(e, n), sodass

sup |F(z)| < CIF][,

ze TBO
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Beweis 1

Seizg=x9+iyg € Tg, und S¢ = {z € C" : |z — 2| < €}. Wenn
>e={yeR": |y —yl<e}dannist S C Ty- C Tp.
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Beweis 1

Seizg=x9+iyg € Tg, und S¢ = {z € C" : |z — 2| < €}. Wenn
> ={yeR": |y —y| <€} dannist Sc C Ty~ C Tg.Es folgt

( / F(2)Pdxdy)’? < ( / (2)Pdxdy) P
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Beweis 1

Seizg=x9+iyg € Tg, und S¢ = {z € C" : |z — 2| < €}. Wenn
> ={yeR": |y —y| <€} dannist Sc C Ty~ C Tg.Es folgt

2V IPdxdy)L/P )|P dx 1/p
(/5€|F<)\ddy) S(/ 2)|P ddly)

Ee
= /Z | { /R IR P an
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Beweis 1

Seizg=x9+iyg € Tg, und S¢ = {z € C" : |z — 2| < €}. Wenn
> ={yeR": |y —y| <€} dannist Sc C Ty~ C Tg.Es folgt

2V IPdxdy)L/P )|P dx 1/p
(/5€|F<)\ddy) S(/ 2)|P ddly)

- (/Ee{/ F(x+ iy) |pdx}dy)1/p

F 1, (Qune™)H?,

IN
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Beweis 2

Andererseits gilt, weil |F|P subharmonisch ist, dass
|F(20)|P < Qz_nle_z”(/ |F(z)|Pdxdy).
Se

Insgesamt also [F(z)| < C||F[|,, wobei C = (Qn/Q2n) /PP
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Beweis: Satz (2.1)

Um den Beweis fiir Satz (2.1) zu beenden, miissen wir noch
zeigen, dass wenn F € H?(Tg), dann existiert eine Funktion f, die
(2) erfiillt. Dazu sei f, fiir y € B die Fouriertransformierte von
F(x + iy), verstanden als eine Funktion von x. Es ist ausreichend
zu zeigen, dass wenn y,y’ € B, dann e?™"tf,,(t) = e2™V'tf,(t).
Dann ist f(t) = e?™tf,(t) fast iiberall definiert und unabhingig
von y € B erfiillt £ (2) mit A= ||F].
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Beweis 2: Satz (2.1)

Dazu nehmen wir an, dass y, y’ in einem Quader liegen, dessen
Abschluss ebenfalls in B liegt, weiterhin sollen die Seiten parallel
zu den Koordinatenachsen verlaufen. Des weiteren nehmen wir an,
dass |F(x + iy)| eine Funktion von x ist und von einer Funktion
majorisiert wird, welche schnell in co verschwindet und konstant

fiir y € Q ist.
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Beweis 2: Satz (2.1)

Dazu nehmen wir an, dass y, y’ in einem Quader liegen, dessen
Abschluss ebenfalls in B liegt, weiterhin sollen die Seiten parallel
zu den Koordinatenachsen verlaufen. Des weiteren nehmen wir an,
dass |F(x + iy)| eine Funktion von x ist und von einer Funktion
majorisiert wird, welche schnell in co verschwindet und konstant
fiir y € Q ist. AuBerdem kann man davon ausgehen, dass y,y’ € Q
von der Form y = (n1,y2, ..., yn) und y' = (17, y2, ..., yn) mit

n} > 1, dann folgt wegen dem Integral Satz von Cauchy, dass
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Beweis 3: Satz (2.1)

R
0 = / e~ 2mibatim)t F(x1 + iy ..oy Xn + iyn)dxy
-R
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Beweis 3: Satz (2.1)

R
0 = / e~ 2mibatim)t F(x1 + iy ..oy Xn + iyn)dxy
-R

7 o
+/ 1 e 2m(REMbE(R 4 in  )dy
7

1
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Beweis 3: Satz (2.1)

R
0 — / e—2m(><1+l771)t1 F(Xl 4 in1, ey Xn + i)/n)dxl
-R

7 o
+/ 1 e 2m(REMbE(R 4 in  )dy
7

1

—R
+/ e 2MCTH N E (g 4 il Ydx
R
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Beweis 3: Satz (2.1)

R
0 — / e—27TI(X1+”71)t1 F(Xl + I.’r]]_’ ...,Xn + i)/n)dxl
-R

7 o
+/ 1 e 2m(REMbE(R 4 in  )dy
7

1

R
+/ e 2MCTH N E (g 4 il Ydx
R

m
+/ —2mi(—REMU F(_R 4 ip, ...)dn.
n

=
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Beweis 4: Satz (2.1)

Nach Integration in xo, ..., x, erhalt man

eV (1) = /e‘2”i(x+iy)'tF(x—|—iy)dx
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Beweis 4: Satz (2.1)

Nach Integration in xo, ..., x, erhdlt man
eV (1) = / e 2MOHW)E(x 4 jy)dx
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Beweis 4: Satz (2.1)

Nach Integration in xo, ..., x, erhdlt man
eV (1) = / e 2MOHW)E(x 4 jy)dx

= @I (1)
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Beweis 5: Satz (2.1)

Nach Lemma (2.9) ist F beschrankt auf Tg, z.B. durch
|F(z)| < M fiir z € Tg. Daher ist es méglich F(€) durch

F(g) = el 25l F(2)
zu definieren. Fiir z = (z1, ..., z,) € T ergibt sich
IFO(x + iy)] < Mee" eI

fir y € Q und a = maxycq {|y1|; - [ynl}
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Beweis 5: Satz (2.1)

Nach Lemma (2.9) ist F beschrankt auf Tg, z.B. durch
|F(z)| < M fiir z € Tg. Daher ist es méglich F(€) durch

F(g) = el 25l F(2)
zu definieren. Fiir z = (z1, ..., z,) € T ergibt sich
IFO(x + iy)] < Mee" eI

fir y € Q und a = maxycq {|y1|; - [ynl}
Bilden wir die Fouriertransformierte ﬂ,(e) von F(9)(x + iy) dann folgt

() = 2t (1) 7)

firy,y' € Q.
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Beweis 6: Satz (2.1)

Aber

[ IR+ i) = Foxt iy)Pdx =0 fir e~ 0
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Beweis 6: Satz (2.1)

Aber

|F(E)(X+ iy) — F(x + iy)‘zdx —0 fir e—0
Rn

Daher bleibt die Gleichung (7) im Limes, wenn ¢ — 0. Daher
konnen wir den Satz von Plancherel anwenden und erhalten die
L?-Konvergenz fy(e) — f, und fy(,e) — f,r. Also

e27ry-tfy(t) — e27ry’.tfy/(t)

fir fast alle t.
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Unter einem offenen Kegel verstehen wir eine Teilmenge ' C R"
fiir die gilt dass

(i) T#0
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Réhren tiber Kegel

Unter einem offenen Kegel verstehen wir eine Teilmenge ' C R"
fiir die gilt dass

(i) T #£0
(i) 0¢ T
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Réhren tiber Kegel

Unter einem offenen Kegel verstehen wir eine Teilmenge ' C R"
fiir die gilt dass

(i) r+#0
(i) 0¢r
(i) wenn x,y € T und o, 3 >0, dann ax + By €T.
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Definition

Unter einem offenen Kegel verstehen wir eine Teilmenge ' C R"
fiir die gilt dass

() T#£0

(i) 0¢r

(i) wenn x,y € T und o, 3 >0, dann ax + By €T.
Offensichtlich ist T konvex.
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Definition

Ein abgeschlossener Kegel ist der Abschluss eines offenen Kegels.
Falls T ein offener Kegel ist, dann ist

M={xeR":x-t>0,t e} abgeschlossen. Wenn I'* ein
nichtleeres Inneres hat, ist er ein abgeschlossener Kegel, man sagt
auch, dass I regular ist. ['* ist der duale Kegel von T .
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Beispiel. Fiir n = 1 sind die offenen Kegel die Halblinien
{x €R": x>0} und {x € R": x <0}.
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Beispiel. Fiir n = 1 sind die offenen Kegel die Halblinien

{x €R": x>0} und {x € R": x <0}.

Fiir n = 2 sind die offenen Kegel die winkeligen Gebiete zwischen
zwei sich im Ursprung schneidenden Geraden, mit einem
Schnittwinkel < 7. Solche Kegel sind genau dann regular, wenn der
Schnittwinkel echt kleiner 7 ist.
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Sei T ein offener Kegel. Dann ist F € H?*(Tr) genau dann, wenn

F(z) = / e2miZtE (1) dt (8)
wobei f eine messbare Funktion im R" jst, fiir die
/ () Pdt < 00
r*

gilt. Weiterhin gilt

IFl, = ([ IFe) Ry,

AuBerdem ist die Beziehung F < f eine unitire lineare Abbildung
vom H?(Tr) in den L2(T*). H?(Tr) enthilt eine Funktion ungleich




Réhren tiber Kegel

Beweis 1

Weil y -t > 0 fiir y € T und t € T*, folgt das F € H?(Tr), wenn es
die Form (8) hat, mit f € L?(T*), unmittelbar aus Satz (2.1).
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Beweis 1

Weil y -t > 0 fiir y € T und t € T*, folgt das F € H?(Tr), wenn es
die Form (8) hat, mit f € L?(T*), unmittelbar aus Satz (2.1).
Angenommen F € H?(Tr), dann folgt aus Satz 2.1 und (4)

F(z) = / e>™Zf(t)dt
mit
IFI2 = sup / &4t £ (1) ot
yelr JRn
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Beweis 2

Wir zeigen, dass f im Komplement von ' verschwindet. Wenn

to ¢ T'*, dann existiert ein yp € I, sodass yp - ty < 0. Das heiBt es
existiert eine Umgebung von tg, N = N(ty) C R"\"* und ein 6 >0
sodass yp -t < =0 < O fir t € N.
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Beweis 2

Wir zeigen, dass f im Komplement von ' verschwindet. Wenn

to ¢ T'*, dann existiert ein yp € I, sodass yp - ty < 0. Das heiBt es
existiert eine Umgebung von tg, N = N(ty) C R"\"* und ein 6 >0
sodass yp -t < —0 < O fiir t € N. Also (kyo) -t < —ko fir t € N
und k > 0. Weil kyy € T folgt

e e < [ e mer(opde < FIE < o
N Rn
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Beweis 2

Wir zeigen, dass f im Komplement von ' verschwindet. Wenn

to ¢ T'*, dann existiert ein yp € I, sodass yp - ty < 0. Das heiBt es
existiert eine Umgebung von tg, N = N(ty) C R"\"* und ein 6 >0
sodass yp -t < —0 < O fiir t € N. Also (kyo) -t < —ko fir t € N
und k > 0. Weil kyy € T folgt

e e < [ e mer(opde < FIE < o
N Rn
Dies impliziert

| emienPde < I3 < o

fiir alle kK > 0 und natiirlich auch f(t) = 0 fiir fast alle ¢t in N(to).
Es folgt, dass f(t) = O fiir fast alle t auBerhalb ['*. Dies beweist
die Behauptung.
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Bemerkung

Im klassischen Sinne, wenn F zu H? zusammen mit der oberen
Halbebene gehort, kann man dei Cauchy’sche Integralformel

d¢ (9)

beweisen, wobei F in mit Hilfe seiner Randpunkte ausgedriickt
wird. Im Folgenden zeigen wir, dass man dies auch auf den Fall
erweitern kann, falls die Basis ein Kegel I ist, der im R" liegt.
Diese Darstellung enthalt lediglich diejenigen Randwerte, fiir die
y €I gegen einen Randpunkt von I'. Die Existenz folgt aus dem
folgenden Korollar:
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Sei I ein offener Kegel in R" und F(x + iy) € H?(Tr), dann
existiert eine Funktion F(x) auf R", sodass F(x + iy) — F(x) im
Sinne der L%>-Norm, wenn y — 0 fiiry € T.

Carsten Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Rohren



Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei F(x) die inverse Fouriertransformierte von f, also
F(x) = / > Xt (t)dt.
Aber (8) fordert, dass F(x + iy) die inverse Fouriertransformierte

von e 2™ tf(t) ist. Weil e=2™"tf(t) — f(t) in der L?>-Norm, wenn
y — 0, folgt die Aussage aus dem Satz von Plancherel.
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Fiir z = x + iy € Ty definieren wir den Cauchy-Kern K
verbunden mit der R6hre Tr durch

K(Z)Z/ e27riz-tdt:/ eZﬂix-te—ZTry-tdt.
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Definition

Fiir z = x + iy € Ty definieren wir den Cauchy-Kern K
verbunden mit der R6hre Tr durch

K(Z)Z/ e27riz-tdt:/ eZﬂix-te—ZTry-tdt.

Offenbar ist K stetig auf Tr. Als eine Funktion von x = R {z}
gehért K zu L?(R?). Durch den Satz von Plancherel folgt

|K(x + iy)[2dx = / e "™ tdt = K(2iy) (10)
Rn

*

fiir alle y € T.
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Satz

Wenn F € H?(Tr) dann ist

Fa) = | K- OF(©de

fiir alle z € Tr, wobei F(&) = limy_o,er F(§ + in) als Limes einer
Funktion aus Korollar (3.4) zu verstehen ist.

v
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Beweis 1

Wegen den Satzen 3.3 und Korrolar 3.4 ergibt sich
F(z)=F(x+iy) = / e> 2t (t)dt
r*

wobei f die Fouriertransformierte von
F(&) = limy_oner F(§ 4 in). Das heiBt, dass f der Limes im Sinne
der L2-Norm von der Funktionenfolge

_ —2mit-§
0 /E BRGE

k=1,2,3,... ist.
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Beweis 2

Unter Ausnutzung des Satzes von Fubini und der Tatsache, dass
K(x — & +iy), als eine Funktion von &, zu L2(R") gehért, erhalten
wir

F(z) = lim / eZmiZtf (t)dt
r*

k—o0
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Beweis 2

Unter Ausnutzung des Satzes von Fubini und der Tatsache, dass
K(x — & +iy), als eine Funktion von &, zu L2(R") gehért, erhalten
wir

k—o0

= lim / e?mizt / F(€)e 2mtede & dt
k—o00 * |€]<k

F(z) = lim / eZmiZtf (t)dt
r*
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Beweis 2

Unter Ausnutzung des Satzes von Fubini und der Tatsache, dass
K(x — & +iy), als eine Funktion von &, zu L2(R") gehért, erhalten
wir

F(z) = lim / eZmiZtf (t)dt
r*

k—o0

_ H 2miz-t —27it-&
a klﬂinoo /* € {/|‘§|§k F(&)e d‘f} o
_ . 27i(z—&)-t

kll—r;noo /|§|§k F(g) {/* € dt} d§
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Beweis 2

Unter Ausnutzung des Satzes von Fubini und der Tatsache, dass
K(x — & +iy), als eine Funktion von &, zu L2(R") gehért, erhalten
wir

F(z) = lim / eZmiZtf (t)dt
r*

k—o0

_ H 2miz-t —27it-&
N klﬂinoo /* € {/|‘§|§k F(&)e d‘f} a
_ : 27i(z—&)-t

kll—r;noo /|§|§k F(g) {/* € dt} dé

- / F(O)K(z — £)de,
Rﬂ

was den Satz beweist.
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Im Eindimensionalen Fall kann man den Poisson-Kern

1 vy

P ——
(x,¥) X2 + y2

mit Hilfe des Cauchy-Kerns ausdriicken. Fiir z = x + iy,y > 0 ist

[K(2)?
K(2iy)

P(va) =
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Im Eindimensionalen Fall kann man den Poisson-Kern

P(x,y) = %#ﬁ
mit Hilfe des Cauchy-Kerns ausdriicken. Fiir z = x + iy,y > 0 ist
[K(2)?
K(2iy)"
Um diese Definition zu erweitern, nehmen wir an, dass Ty eine

Rohre, mit Basis ', ein regularer Kegel ist, sowie K der zugehérige
Cauchy-Kern. Der Poisson-Kern verbunden mit Tr ist durch

P(va) =

i 7Carsrten’ Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Réhren




Es ist bekannt, dass K(x + iy), betrachtet als eine Funktion von x
zu L2(R") gehort. Deshalb gehdrt 22(-,y) zu LY1(R"). Wir zeigen,
dass Z(-,y) auch zu L*°(R") gehort.
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Es ist bekannt, dass K(x + iy), betrachtet als eine Funktion von x
zu L2(R") gehort. Deshalb gehdrt 22(-,y) zu LY1(R"). Wir zeigen,
dass Z(-,y) auch zu L*°(R") gehort.Dazu zeigen wir, dass

K(x + iy) fir alle y € I und unabh&ngig von x beschrénkt ist.
Jedoch gilt

|K(x +iy)| = | / 2Oyt gp| < / e 2™ tdr = K(iy).
r*

*
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Daher geniigt es zu zeigen, dass K(iy) fiir alle y € T endlich
ist.
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Daher geniigt es zu zeigen, dass K(iy) fiir alle y € T endlich

ist. Wenn y € I, dann existiert ein 6 = d,, > 0, sodass 0|t| < y -t
fiir alle t € T*. Wir beschranken uns darauf dies fiir alle t € I'*, fiir
die |t| = 1 gilt, zu zeigen. Aufgrund der Definition von I'* erhalten

wir0 <y-t.
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Daher geniigt es zu zeigen, dass K(iy) fiir alle y € T endlich

ist. Wenn y € I, dann existiert ein 6 = d,, > 0, sodass 0|t| < y -t
fiir alle t € I'*. Wir beschranken uns darauf dies fiir alle t € I'*, fiir
die |t| = 1 gilt, zu zeigen. Aufgrund der Definition von I'* erhalten
wir 0 < y - t. Andererseits ist eine Gleichheit unmdglich, ansonsten
konnten wir, weil I offen ist, ein u € R” finden, sodass y + u €
und sodass (y + u) -t = u-t < 0 im Widerspruch zu t € I'*. Weil
der Schnitt von '™ mit der Oberfliche, >, der Einheitssphire des
R™ kompakt ist, folgt die Existenz eines 6, aus der Tatsache, dass
O<y-t ¥YI['N>_.
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Insgesamt also

/ e 2™ tdt S/ e 2t g < o

fiir y € T. Weil LI(R") D LY(R") N L°®(R") fiir 1 < g < oo folgt
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Réhren tiber Kegel

Fiir alley € T ist 2(-,y) € LYR") mit 1 < q < occ.
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Es folgt, dass wenn f € LP(R"),1 < p < oo, dann ist

ulx +iy) = / f(x —t)2(t,y)dt
fiir alle z = x + iy € Tr. Weiterhin lasst sich zeigen, dass

li y) — f Pdx = 0.
i [ Julc i) - P

Carsten Erdmann
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Es folgt, dass wenn f € LP(R"),1 < p < oo, dann ist

ulx +iy) = / f(x —t)2(t,y)dt
fiir alle z = x + iy € Tr. Weiterhin lasst sich zeigen, dass

lim lu(x + iy) — f(x)|Pdx = 0. (11)
y—0,y€l Jrn
Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass der
Kern & eine Approximation der ldentitat ist. Dabei meinen wir,
dass & folgende Eigenschaften erfiillt:

P(x,y) >0
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Réhren il
Satz von Pal

Es folgt, dass wenn f € LP(R"),1 < p < oo, dann ist

ulx +iy) = / f(x —t)2(t,y)dt
fiir alle z = x + iy € Tr. Weiterhin lasst sich zeigen, dass
lim \ (x +iy) — f(x)|Pdx = 0. (11)
y—0,yelr

Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass der
Kern & eine Approximation der ldentitat ist. Dabei meinen wir,
dass & folgende Eigenschaften erfiillt:

P(x,y) >0
jR,, (x,y)dx=1 Vyerl
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Réhren il
Satz von Pal

Es folgt, dass wenn f € LP(R"),1 < p < oo, dann ist

ulx +iy) = / f(x —t)2(t,y)dt
fiir alle z = x + iy € Tr. Weiterhin lasst sich zeigen, dass

li y) — f(x)|Pdx = 0. 11
i [ Julc i) - P (1)

Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass der
Kern & eine Approximation der ldentitat ist. Dabei meinen wir,
dass & folgende Eigenschaften erfiillt:

P(x,y) >0
jR,, (x,y)dx=1 Vyerl

wenn § > 0, dann f| P(x,y)dx — 0 fiir y — 0

|>d
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Die erste Bedingung (i) ist offensichtlich. Die zweite (ii) folgt
unmittelbar aus (10), nachdem man beide Seiten mit K(2iy)
dividiert hat.
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Die erste Bedingung (i) ist offensichtlich. Die zweite (ii) folgt
unmittelbar aus (10), nachdem man beide Seiten mit K(2iy)
dividiert hat. Um (iii) zu beweisen miissen wir eine Funktion v

finden, sodass
1) ist stetig auf R”
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Die erste Bedingung (i) ist offensichtlich. Die zweite (ii) folgt
unmittelbar aus (10), nachdem man beide Seiten mit K(2iy)
dividiert hat. Um (iii) zu beweisen miissen wir eine Funktion v

finden, sodass
1) ist stetig auf R”

|imy€r,yﬁ>0 f]Rn (@(th)w(X)dX =1
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Die erste Bedingung (i) ist offensichtlich. Die zweite (ii) folgt
unmittelbar aus (10), nachdem man beide Seiten mit K(2iy)
dividiert hat. Um (iii) zu beweisen miissen wir eine Funktion v

finden, sodass
1) ist stetig auf R”
limyery—o0 frn 2(x, y)ib(x)dx = 1
|(x)| < 1 fiir x # 0 und 9(x) — 0, wenn |x| — oo.
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Angenommen eine solche Funktion existiert, dann folgt aus (b),
dass

yel,y—0

1= lim { H<6w(x)37(x,y)dx+ ¢(X)32(X,y)dx}.

|x|>6
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Angenommen eine solche Funktion existiert, dann folgt aus (b),
dass

1= lim { P(x)P(x,y)dx +
|x|<d

yel,y—0

P(x) 2 (x, y)dx} )

|x|>6

Aus (a) und (c) wissen wir, dass ein € > 0 existiert sodass
|(x)| < 1— e fiir x| > §. Deshalb und unter Ausnutzung von (i)
und (ii) folgt
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Einfiihrung
HP-Theorie

Réhren iiber Kegel
Satz von Paley Wiener

1 < lim P(x,y)dx + (1 —¢) P(x,y)dx
yel,y—0 |x| <6 |x|>6
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1 < lim P(x,y)dx + (1 —
yEF,y—)O{ ‘X‘S(s (X }/) X ( 6)

|x|>6

P(x, y)dx}

= lim { P(x,y)dx —e W(X,y)dx}

yel,y—0 R |x|>6
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1 < lim P(x,y)dx + (1 —
yEF,y—)O{ ‘X‘S(s (X }/) X ( 6)

P(x, y)dx}

|x|>6

yel,y—0 R |x|>6

= lim
yel,y—0

= lim { P(x,y)dx —e W(X,y)dx}

1—e¢ W(X,y)dx} ,

[x|>6
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P(x, y)dx}

1 < lim P(x,y)dx + (1 —¢)
yely—=0 | Jix|<s |x|>6
= lim P(x,y)dx —e P(x,y)dx
yel,y—0 R |x|>d
= lim 1—e¢ P(x,y)dx ¢,
yer,y—0 |x|>6

~—

dies impliziert (iii). Die Existenz von v folgt aus
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Réhren tiber Kegel

Wenn F € H?(Tr) dann ist

F(z) = /R P(x — t,y)F(t)dt

fiir alle z = x + iy in Tr.
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Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei w = u + iv ein Punkt auf Tr.
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Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei w = u + iv ein Punkt auf Tr.Dann gilt fir z € T, dass

|K(Z—|—W)| _ |/ e27ri(x+u)-te—27r(y+v)~tdt| S/ e—27rv~tdt =M, < oo.
r*

*
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Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei w = u + iv ein Punkt auf Tr.Dann gilt fir z € T, dass

|K(Z—|—W)| _ |/ e27ri(x+u)-te—27r(y+v)~tdt| S/ e—27rv~tdt =M, < oo.
r*

*

Deshalb gehért F(z)K(z + w), als eine Funktion von z, zu H?(Tr)
mit Norm kleiner gleich ||F|| M, .
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Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei w = u + iv ein Punkt auf Tr.Dann gilt fir z € T, dass

|K(Z—|—W)| _ |/ e27ri(x+u)-te—27r(y+v)~tdt| S/ e—27rv~tdt =M, < oo.
r*

*

Deshalb gehért F(z)K(z + w), als eine Funktion von z, zu H?(Tr)
mit Norm kleiner gleich ||F|| M,.Nun kénnen wir Satz 3.6
anwenden und erhalten

n

F(2)K(z + w) = / K(z— )F(OK(t +w)dt,  (12)

fiir alle z € Tr.
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Réhren tiber Kegel

Beweis

Sei w = u + iv ein Punkt auf Tr.Dann gilt fir z € T, dass

|K(Z—|—W)| _ |/ e27ri(x+u)-te—27r(y+v)~tdt| S/ e—27rv~tdt =M, < oo.
r*

*

Deshalb gehért F(z)K(z + w), als eine Funktion von z, zu H?(Tr)
mit Norm kleiner gleich ||F|| M,.Nun kénnen wir Satz 3.6
anwenden und erhalten

F(2)K(z + w) = /R K(z— )F(OK(t +w)dt,  (12)

fiir alle z € Tr.Fiir w = —x + iy folgt
K(z—t)K(t +w) = |K(z — t)|> und K(z + w) = K(2iy). Daher
ist (12) dquivalent mit

K(z
Fla) = [ oK 0" ((2 )” di= [ F2x -ty
Rn n



Jetzt konstruieren wir . Dazu sei ¢ > 0 stetig und kompakten
Trager in [, sowie [, ¢(t)dt = 1 (dies ist mdglich, weil ' regular
ist).
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Jetzt konstruieren wir . Dazu sei ¢ > 0 stetig und kompakten
Trager in [, sowie [, ¢(t)dt = 1 (dies ist mdglich, weil ' regular
ist). Wir behaupten, dass

w(x) — /n eZ7rix~t¢(t)dt — /* 627rix~t¢(t)dt

(a), (b) und (c) erfiillt.
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Jetzt konstruieren wir . Dazu sei ¢ > 0 stetig und kompakten
Trager in [, sowie [, ¢(t)dt = 1 (dies ist mdglich, weil ' regular
ist). Wir behaupten, dass

w(x) — / eZﬂ—iX't(ﬁ(t)dt — / 627rix~t¢(t)dt
(a), (b) und (c) erfiillt. Weil ¢ € L}(R") folgt (a). Die Tatsache,
dass 9(x) — 0 wenn |x| — oo ist ein Spezialfall des Satzes von

Riemann-Lebesgue. Wenn [1(x)| = 1, so z.B. 1(x) = €>™®, dann
ist

| = / &2l 1)dr = [ o(¢) cos2x](x - t) — O]dt.
n Rn
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Wenn x # 0 dann muss cos 27[(x - t) — O], als eine Funktion von
t, echt kleiner als 1 in einer Teilmenge des Tragers von ¢ mit
positiven Mass sein. Dies zusammen mit der Annahme, dass ¢
nicht negativ ist und

o(t)dt =1
Rn

impliziert dass |¢(x)| < 1 fiir x # 0.
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Wenn x # 0 dann muss cos 27[(x - t) — O], als eine Funktion von
t, echt kleiner als 1 in einer Teilmenge des Tragers von ¢ mit
positiven Mass sein. Dies zusammen mit der Annahme, dass ¢
nicht negativ ist und

o(t)dt =1
Rn
impliziert dass |¢(x)| < 1 fiir x # 0. Um (b) zu zeigen, setzen wir
F(z) = / et (t)dt

fir z € Tr.
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Réhren il
Satz von Pal

Wenn x # 0 dann muss cos 27[(x - t) — O], als eine Funktion von
t, echt kleiner als 1 in einer Teilmenge des Tragers von ¢ mit
positiven Mass sein. Dies zusammen mit der Annahme, dass ¢
nicht negativ ist und

o(t)dt =1
Rﬂ
impliziert dass |¢(x)| < 1 fiir x # 0. Um (b) zu zeigen, setzen wir
F(z) = / et (t)dt
fiir z € Tr. Nach Satz 3.3 gehdrt F zu H?(Tr) und es folgt, dass

F(x)= lim F(x+iy)= / >t p(t)dt = (x)

yerl,y—0

mit der L2-Norm.

Carsten Erdmann



Weiterhin folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

F(0)= lim F(0+iy)=1(0)=1.

yerlr,y—0

Carsten Erdmann
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Satz von Paley Wiener

Weiterhin folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

F(0)= lim F(0+iy)=14(0)=1. (13)

yerlr,y—0

Eine Anwendung von Satz 3.9 ergibt

F(x+iy) = - P(x—t,y)F(t)dt = ; P(x—t,y)p(t)dt. (14)
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Satz von Paley Wiener

Weiterhin folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

F(0)= lim F(0+iy)=14(0)=1. (13)

yerlr,y—0

Eine Anwendung von Satz 3.9 ergibt
F(x+iy) = P(x—t,y)F(t)dt = P(x—t,y)p(t)dt. (14)
R? Rn

Weil Z(—t,y) = Z(t,y), zusammen mit (14) und (13) ergibt (b).
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Satz von Paley Wiener

Definition

Eine Funktion F des Cy ist von Exponentieller Ordnung o > 0,
wenn fiir alle e > 0 eine Konstante A. existiert, sodass

[F(2)] < Acel7t

fiir alle z € C;.
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Réhren iib

Satz von Paley Wiener

Beispiel. Sei f € L?(—,7), wir definieren eine ganze Funktion, F,
durch

F(z) = / " f(t)e¥ o,

-7

Dann ist

[F(2)| = [F(x +iy)| < x/?(/ F(1)[2dt)s €2 < Ag2r]

—T

und F vom Exponentieller Ordnung o = 277.
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Satz von Paley Wiener

Satz (Paley-Wiener)

Sei F € L?(—o0,00). Dann ist die Fouriertransformierte von F eine
Funktion die auBerhalb von [—(5%), 5=| = [~T, 7] genau dann
verschwindet, wenn F auf der reellen Achse die Begrenzung einer
ganzen Funktion mit Exponentieller Ordnung o ist.
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Satz von Paley Wiener

Lemma

Sei S ein Gebiet in Cq, welches durch 2 Geraden, die sich im
Ursprung mit dem Winkel 7w/« schneiden, begrenzt wird. Weiterhin
sei f analytisch auf S und |f(z)| < Aexp(|z|?),0 < B < o,z € S.
Dann folgt aus |f(z)| < M auf den 2 begrenzenden Geraden, dass
|f(z)| < M fiirallez € S.
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Satz von Paley Wiener

Beweis

OBdA kann man annehmen, dass die beiden Geraden die reelle
Achse im Winkel 7/2a und —7 /2 schneiden. Sei

F(z) = f(z)exp(—€z?) mit 8 <y < a und € > 0. Es folgt
unmittelbar, dass |F(z)| < |f(z)| < M auf den beiden Geraden.

Carsten Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Réhren



Satz von Paley Wiener

Beweis

OBdA kann man annehmen, dass die beiden Geraden die reelle
Achse im Winkel 7/2a und —7 /2 schneiden. Sei

F(z) = f(z)exp(—€z?) mit 8 <y < a und € > 0. Es folgt
unmittelbar, dass |F(z)| < |f(z)| < M auf den beiden Geraden.
Weiterhin gilt auf dem Kreisbogen R = |z| = |re’®|,

—(7/2a) < © < 7/2a, |F(2)] < Aexp(RP — €RY cos(ym/2a)).
Betrachtet man den letzten Ausdruck genauer, so geht dieser
gegen 0 fiir R — oo. Daher ist |F(z)] < M auf dem Kreisbogen
(vorausgesetzt R ist groB genug).
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Satz von Paley Wiener

Beweis

OBdA kann man annehmen, dass die beiden Geraden die reelle
Achse im Winkel 7/2a und —7 /2 schneiden. Sei

F(z) = f(z)exp(—€z?) mit 8 <y < a und € > 0. Es folgt
unmittelbar, dass |F(z)| < |f(z)| < M auf den beiden Geraden.
Weiterhin gilt auf dem Kreisbogen R = |z| = |re’®|,

—(7/2a) < © < 7/2a, |F(2)] < Aexp(RP — €RY cos(ym/2a)).
Betrachtet man den letzten Ausdruck genauer, so geht dieser
gegen 0 fiir R — oo. Daher ist |F(z)] < M auf dem Kreisbogen
(vorausgesetzt R ist groB genug). Aus dem Maximum-Modulo
Prinzip folgt |F(z)] < M Vz € S mit |z| € S. Daher ist

|f(2)] < Mexp(er” cos(y@)) fiir alle z = re’® € S. Die
Behauptung folgt fiir ¢ — 0.
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Satz von Paley Wiener

Sei F von exponentieller Ordnung o und |F(z)| < 1 fiir reelles x
dann ist |F(x + iy)| < exp(o|y|) fiir komplexes z.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1

Fiir ¢ > 0 setzen wir F.(z) = F(z)e/(?+)Z. Weil F von
exponentieller Ordnung o ist, folgt

|Fe(iy)| = [F(iy)le T < A

fur y > 0.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1

Fiir ¢ > 0 setzen wir F.(z) = F(z)e/(?+)Z. Weil F von
exponentieller Ordnung o ist, folgt

|Fe(iy)| = [F(iy)le T < A

fir y > 0. AuBerdem ist |F.(x)| < 1 fiir reelles x. Dies gibt uns
eine Begrenzung fiir F auf der reellen x und y-Achse. AuBerdem
konnen wir ein B finden, sodass

|F€(Z)| < Aee(a+€)(|z|7y) < A5e2(0+€)|z| < Be|z|3/2.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 2

Eine Anwendung des Lemmas 4.3 mit § = % < 2 = « liefert
|Fe(z)] < max(Ae, 1) =A

firz=x+1iy und x,y > 0.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 2

Eine Anwendung des Lemmas 4.3 mit § = % < 2 = « liefert
|Fe(z)] < max(Ae, 1) =A

fir z=x+ iy und x,y > 0.Wenn wir dieses Argument fiir den
zweiten Quadranten wiederholen, konnen wir wiederum das Lemma
?? auf F. anwenden, welches dann durch die obere Halbebene
begrenzt wird mit 5 =0 < 1 = «, dadurch F.(x + iy)| <1 fir

y > 0. Fiir € — 0 erhalten wir |F(z)| = |F(x + iy) < exp(oy),

y > 0. Die Behauptung folgt fiir G(z) = F(—z).
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Satz von Paley Wiener

Lemma

Sei F von exponentieller Ordnung o und seine Majorante bzgl. der
x-Achse hat L2-Norm < 1. Dann gilt

(/ |F(x + iy)|?dx)'/2 < eV

—00

fiir alle reellen y.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1

Sei ¢ eine beschrankte Funktion einer reellen Variablen mit
kompakten Trager und ||¢]|, < 1.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1

Sei ¢ eine beschrankte Funktion einer reellen Variablen mit
kompakten Trager und ||¢||, < 1. Sei weiterhin
G(z) = [%_ F(z+t)¢(t)dt. G ist analytisch und fiir ¢ > 0 gilt

|G(2)] g/ Aee("+€)|z|e(a+€)‘t‘|¢(t)|dt — B.elotolal,

—00

Also ist G von exponentieller Ordnung o.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 2

Eine Anwendung der Schwartz'schen Ungleichung liefert

|G(X)| - (/_oo |F(X)|2dx)1/2(/_°° |¢(X)|2dX)1/2 <1.

Eine Anwendung des Lemmas 4.4 liefert

|/ Flz + t)o(t)dt] = |G(2)] = [G(x + iy)| < e (15)

fiir reelles y. Wenn wir das Supremum iiber alle ¢ nehmen,
erhalten wir die Behauptung.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1 Paley Wiener

Sei F von exponentieller Ordnung o und seine Begrenzung bzgl.
der reellen Achse gehort zu L2(—o0, 00). Wir zeigen, dass die
inverse Fouriertransformation dieser Begrenzung auBerhalb des
Intervalls [—(o/27), 0 /2] = [—T, 7] verschwindet.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1 Paley Wiener

Sei F von exponentieller Ordnung o und seine Begrenzung bzgl.
der reellen Achse gehort zu L2(—o0, 00). Wir zeigen, dass die
inverse Fouriertransformation dieser Begrenzung auBerhalb des
Intervalls [—(o/27), 0 /2n] = [—T, 7] verschwindet. Sei OBdA
JZ |F(x)[Pdx <1 und Gi(z) = e"7?F(z). Dann gilt wegen
Lemma 1 fir y >0

( / G (x + )P = e / F(x + iy) ) V2
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1 Paley Wiener

Sei F von exponentieller Ordnung o und seine Begrenzung bzgl.
der reellen Achse gehort zu L2(—o0, 00). Wir zeigen, dass die
inverse Fouriertransformation dieser Begrenzung auBerhalb des
Intervalls [—(o/27), 0 /2n] = [—T, 7] verschwindet. Sei OBdA
JZ |F(x)[Pdx <1 und Gi(z) = e"7?F(z). Dann gilt wegen
Lemma 1 fir y >0

( / G (x + )P = e / F(x + iy) ) V2

< e Ve =1.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 2 Paley-Wiener

Daher gehért G} zu H?(R%). Also existiert ein g € L?(—o0, c0),
welches auf der negativen Achse verschwindet, sodass

Golx+i) = 6o(2) = [ ()™
0

fir y > 0.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 2 Paley-Wiener

Daher gehért G} zu H?(R%). Also existiert ein g € L?(—o0, c0),
welches auf der negativen Achse verschwindet, sodass

Golx+i) = 6o(2) = [ ()™
0

fir y > 0. Fir f(s) = g(7 — s) = g[(o/27) — s] ist dies dquivalent

mit
-

F(z) = F(x+iy) = / F(s)e 27 ds

—0o0
fiir y > 0. Beim Grenziibergang y — 0, erkennt man, dass die
inverse Fouriertransformierte von F(x) fiir s < 7 fast tiberall
verschwindet. Wendet man dieses Argument auf F(—z) an so sieht
man, dass es fir fast alle s < —7 verschwindet.
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Definition

Sei K C R", dann ist durch K* = {y e R"|x -y <1 Vx e K} die
Polarmenge von K definiert. Weiterhin ist durch

lylI* = sup |x - y|
xeK

die Dualnorm definiert.
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Satz von

Beispiel. Sei p > 1 und
K= {x=(x1,%x) € R?:|x1|P + |x|P < 1}. Dann ist
K* = {y = (y1,¥2) € R?: |y1|9 + [yo]9 < 1} mitl=1/p+1/q.
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Satz von Paley Wiener

Sei K C R" konvex, abgeschlossen und 0 € K. Dann ist
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Satz von Paley Wiener

Beweis 1

Offenbar ist K C K**, daher geniigt es zu zeigen, dass wenn

xo ¢ K dann auch xp ¢ K**. Sei xp solch ein Punkt. Wir wahlen

y € K so, dass |y — xo| minimal ist. Dann partitioniern wir den R”
in 2 Teilmengen {x eR" : x-(xo —y) >y (x0 —y)} und
{xeR":x-(xo—y)<y-(xo—y)} Well
x0-(x0—y)—y-(x0—y)=|xo—y|?> > 0 gehdrt xop zum ersteren.
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Beweis 2

Wir nehmen an, dass K zum Letzteren gehort, denn wire dem
nicht so, dann wiirde ein y; € K existieren, sodass

(yi —y)-(xo—y)>0.Sei o <1 sodass
0<a<2y1—y)/ly1 —y[> Weil K konvex ist, ist

w = (1 —a)y + ay; € K und wir haben

lw—xol? = a{alyr — y|? —2(y1 — y) - (x0 — ¥) } +|ly—x0|* < |y—xo|?

im Widerspruch dazu, dass |y — xo| minimal ist.
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Beweis 3

Weil 0 € K folgt y - (xo — y) > 0. Also kdnnen wir eine positive
Konstante ¢ finden, sodass xg - (xo —y) > € und x- (xo — y) < € fiir
alle x € K (wenn y - (xo — y) > 0 kénnen wir e =y - (xo — y)
wahlen, weil jedes positives € < xp - (xo — y) gewahlt werden kann,
wenn y - (xo —y) = 0).
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Satz von Paley Wiener

Beweis 3

Weil 0 € K folgt y - (xo — y) > 0. Also kdnnen wir eine positive
Konstante ¢ finden, sodass xg - (xo —y) > € und x- (xo — y) < € fiir
alle x € K (wenn y - (xo — y) > 0 kénnen wir e =y - (xo — y)
wahlen, weil jedes positives € < xp - (xo — y) gewahlt werden kann,
wenn y - (xo —y) = 0).

Sei v = (xo — y)/e, also

KCc{xeR"x-v<1} und xp-v>1.

Dies bedeutet jedoch, dass v € K* und das xp nicht zu K** gehdrt.
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Satz von Paley Wiener

Eine ganze Funktion F auf C, ist von exponentieller Ordnung K,
wobei K ein symmetrischer Kérper, wenn fiir jedes € > 0 eine
Konstante A, existiert, sodasss

|F(Z)’ < A6627r(1+e)||z||

fiir alle z € C,,.
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Satz von Paley Wiener

Definition

Eine ganze Funktion F auf C, ist von exponentieller Ordnung K,
wobei K ein symmetrischer Kérper, wenn fiir jedes € > 0 eine
Konstante A, existiert, sodasss

|F(Z)’ < A6627r(1+e)||z||

fiir alle z € C,,. Die Klasse aller Funktionen mit exponentieller
Ordnung K wird im Folgenden mit &(K) bezeichnet.
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Satz (Paley-Wiener)

Sei F € L?(R"). Dann ist F genau dann die Fouriertransformierte
einer Funktion, die auBerhalb eines symmetrischen Kérpers K

verschwindet, wenn F im R" die Majorante einer Funktion in
E(K*) ist.
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Beweis

Wenn F die Fouriertransformierte einer Funktion f ist, die
auBerhalb von K verschwindet, dann erweitert

Fa)= [ etf(de= [ eoeem (oo
R K
F zu einer Funktion in &(K*). Es folgt, dass

IF(2)| = |F(x + iy)| < Ae*mIMII",
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Sei F € &(K*), dann gilt

(| 1FGer iPat < e ([ (FGo e’
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Beweis

Wir reduzieren die Ungleichung auf den 1-dimensionalen Fall. Sei
y € R"/{0} fest und e; ein Einheitsvektor des R” in Richtung von
y. Wir bilden eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,} des R". Dazu
fixieren wir (n — 1) reelle Zahlen wy, ..., un, setzen v =3 7, uje
und definieren

d(wr) = F(wie + a).
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Satz von Paley Wiener

Beweis

Wir reduzieren die Ungleichung auf den 1-dimensionalen Fall. Sei
y € R"/{0} fest und e; ein Einheitsvektor des R” in Richtung von
y. Wir bilden eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,} des R". Dazu
fixieren wir (n — 1) reelle Zahlen wy, ..., un, setzen v =3 7, uje
und definieren

d(wr) = F(wie + a).
Offensichtlich ist ¢ eine ganze Funktion der komplexen Variablen
w1 = ug + ivp. Weiterhin ist ¢ von exponentieller Ordnung
27 ||le1||*. Sei € > 0, dann folgt aus F € &(K*) die Existenz einer
Konstante A, so dass

[p(wi)l < Acexp(2m [[wier + af” (1 +€))
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Satz von Paley Wiener

Beweis

Wir reduzieren die Ungleichung auf den 1-dimensionalen Fall. Sei
y € R"/{0} fest und e; ein Einheitsvektor des R” in Richtung von
y. Wir bilden eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,} des R". Dazu
fixieren wir (n — 1) reelle Zahlen wy, ..., un, setzen v =3 7, uje
und definieren

d(wr) = F(wie + a).
Offensichtlich ist ¢ eine ganze Funktion der komplexen Variablen
w1 = ug + ivp. Weiterhin ist ¢ von exponentieller Ordnung
27 ||le1||*. Sei € > 0, dann folgt aus F € &(K*) die Existenz einer
Konstante A, so dass

[p(w1)] < Acexp(27 |[wier +afl" (1 +¢))
< [Acexp(2r(l+ €) [[af*)|elel aalwm]
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Satz von Paley Wiener

Beweis

Wir reduzieren die Ungleichung auf den 1-dimensionalen Fall. Sei
y € R"/{0} fest und e; ein Einheitsvektor des R” in Richtung von
y. Wir bilden eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,} des R". Dazu
fixieren wir (n — 1) reelle Zahlen wy, ..., un, setzen v =3 7, uje
und definieren

d(wr) = F(wie + a).
Offensichtlich ist ¢ eine ganze Funktion der komplexen Variablen
w1 = ug + ivp. Weiterhin ist ¢ von exponentieller Ordnung
27 ||le1||*. Sei € > 0, dann folgt aus F € &(K*) die Existenz einer
Konstante A, so dass

[p(w1)] < Acexp(27 |[wier +afl" (1 +¢))
< [Acexp(2r(l+ €) [[af*)|elel aalwm]
_ el arawl

Carsten Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Réhren



Satz von Paley Wiener

Beweis 2

Aus Lemma 1 folgt

/ |¢(U1 + iV1)|2du1 < e47rel||*|vl|/ |¢(U1)‘2du1

—00

fiir alle v; € (—00,0). Sei vq so gewahlt, dass y = vyeq, es folgt

o0 n 00 n
/ |F(iy+ZuJ-ej)|2du1 < ety / |F(Z uj-ej)|2du1.

Integration beider Seiten ergibt die Behauptung.
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Beweis 1 Paley Wiener

Sei F die Majorante im R” einer Funktion in &(K*). Nach dem

Lemma folgt, dass F € H?(Tg) fiir alle abgeschlossenen Basen B.
Daher existiert nach Satz 2.1 ein f, sodass

F(z) = / e>™Zf(t)dt

firallez=x+iy € Tg.
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Beweis 2 Paley Wiener

Wir kdnnen annehmen dass 0 € B, denn der Satz von Plancherel
garantiert ein f € L2(R") und ||f||5 = [p. |[F(x)[?dx. Also ist F die
Fourierinverse von f. Es fehlt noch zu zeigen, dass f auBerhalb K
verschwindet. Um dies zu beweisen, halten wir erst einmal fest,
dass die Fouriertransformation impliziert, dass

/|F(x—|—iy)|2dx:/ =4t (1) [2dt
n Rn

fiir alle y € R".
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Beweis 2 Paley Wiener

Wir kdnnen annehmen dass 0 € B, denn der Satz von Plancherel
garantiert ein f € L2(R") und ||f||5 = [p. |[F(x)[?dx. Also ist F die
Fourierinverse von f. Es fehlt noch zu zeigen, dass f auBerhalb K
verschwindet. Um dies zu beweisen, halten wir erst einmal fest,
dass die Fouriertransformation impliziert, dass

/ F(x + iy)Pdx = / =4t (1) [2dt
n Rn
fiir alle y € R". Deshalb und wegen Lemma 4.9 erhalten wir
/ IF(£) et < &bV’ / F(ORde (16)
Rn R"
fur alle y € R".
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Beweis 3 Paley-Wiener

Wir behaupten weiterhin, dass diese Ungleichung nur gilt, wenn f
fast iiberall auBerhalb K verschwindet.
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Beweis 3 Paley-Wiener

Wir behaupten weiterhin, dass diese Ungleichung nur gilt, wenn f
fast tberall auBerhalb K verschwindet. Angenommen ty ¢ K, dann
garantiert Lemma 4.6 die Existenz eines yp € K*, sodass

(to - yo) < —1 (K™ ist symmetrisch). Also kénnen wir ein 6 > 0
und eine Umgebung N = N(ty) von ty finden, sodass

(t-yo) < —(1+9) VteN.
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Satz von Paley Wiener

Beweis 3 Paley-Wiener

Wir behaupten weiterhin, dass diese Ungleichung nur gilt, wenn f
fast tberall auBerhalb K verschwindet. Angenommen ty ¢ K, dann
garantiert Lemma 4.6 die Existenz eines yp € K*, sodass

(to - yo) < —1 (K™ ist symmetrisch). Also kénnen wir ein 6 > 0
und eine Umgebung N = N(ty) von ty finden, sodass

(t-y) < —(1+9) Vte N. Also erhalten wir fiir y = pyo(p > 0)
und (16)

/ ‘f(t)’2e4ﬂp(1+5)dt < / ‘f(t)|2e_47ry'tdt < Hfug e47rp||y0H*.
N N

Carsten Erdmann Die Theorie Der HP-Raume auf Rohren



Satz von Paley Wiener

Beweis 4 Paley-Wiener

Weil yp € K* muss ||yo]|” < 1 sein. Wir erhalten
([ 1F(OPd)em19) < |73
N

fiir alle p > 0.
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Beweis 4 Paley-Wiener

Weil yp € K* muss ||yo]|” < 1 sein. Wir erhalten
([ 1F(OPd)em19) < |73
N
fiir alle p > 0. Wenn [}, |f(t)|?dt nicht Null sein soll, impliziert dies

47 pd ||f”§
= [y If()Pdt’

was offensichtlich fiir groBe p unmaoglich ist. Daher f(t) = 0 fiir
fast alle t € N. Die Behauptung folgt.
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Danke fr die Aufmerksamkeit.
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