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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

grundlegende Definitionen

Sei {yt}te[o,oo) eine Familie von Unter-o-Algebren von .%,
Fs C Ffirs <t, s, t€[0,00). Die Familie {F¢},c(0 50
bezeichnet man als Filtration.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

dlegende Definitionen

Sei {Zt}ic[0,00) €ine Familie von Unter-o-Algebren von .7,
Fs C Fefirs <t, s, t€[0,00). Die Familie {F:},c(g )
bezeichnet man als Filtration.

o

Ein stochastischer Prozess {(Xt, #¢)}c(o ) ist messbar, wenn fiir
jedes A € B(RN) die Menge {(t,w) : X¢(w) € A} zur Produkt
o-Algebra #([0,0)) ® .7 gehort. Das heiBit, dass die Abbildung

(t,w) = Xe(w) : ([0,00) x Q, B([0,0)) ® F) — (R, BR"))

messbar ist.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

dlegende Definitionen

Ein stochastischer Prozess {(X¢, #¢)},c[0.00) ISt Progressiv
messbar beziiglich der Filtration {.%;}, wenn fiir jedes t > 0 und
A € B(RN) die Menge {(s,w) : 0 <s<t, weQ Xs(w) € A}
zur Produkt o-Algebra %([0, t]) ® #; gehort. Das heiBt die
Abbildung

(s,w) = Xs(w) : ([0, t] x Q, B([0,t]) ® F) — (RN, B(R"))

ist fiir jedes t > 0 messbar.

Carsten Erdmann



Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

llegende Definitionen

Ein stochastischer Prozess {(X¢, #¢)},c[0.00) ISt Progressiv
messbar beziiglich der Filtration {.%;}, wenn fiir jedes t > 0 und
A € B(RN) die Menge {(s,w) : 0 <s<t, weQ Xs(w) € A}
zur Produkt o-Algebra %([0, t]) ® #; gehort. Das heiBt die
Abbildung

(s,w) = Xs(w) : ([0, t] x Q, B([0,t]) ® F) — (RN, B(R"))

ist fiir jedes t > 0 messbar.

Ein stochastischer Prozess {(X:, 7t)} ¢[00 ist adaptiert zu der
Filtration {.%;}, wenn fiir jedes t > 0 X; eine .%;-messbare
Zufallsvariable ist.
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

grundlegende Definitionen

Die kanonische oder natiirliche Filtration von {X:},.[ .. ist die
Menge

. FX o ix s<t,se[0,00)}.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

dlegende Definitionen

Die kanonische oder natiirliche Filtration von {X:},.[ .. ist die
Menge
F X (X, s<t,se[0,00)}.

Seien {(Xt, Zt)}icio,00) UNd {(Xe, )} iepo,00) ZWei stochastische
Prozesse. Y wird als Modifikation von X bezeichnet, wenn fiir
alle t > 0 gilt, dass

P{wlXi(w) = Yi(w)} = 1.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

llegende Definitionen

Die kanonische oder natiirliche Filtration von {X:},.[ .. ist die
Menge
F X (X, s<t,se[0,00)}.

Seien {(Xt, Zt)}icio,00) UNd {(Xe, )} iepo,00) ZWei stochastische
Prozesse. Y wird als Modifikation von X bezeichnet, wenn fiir
alle t > 0 gilt, dass

P{w|Xt(w) = Yi(w)} = 1.

Seien {(X¢, Zt)}ico,00) UNd {(Xe, 92)}icpo,00) ZWei stochastische
Prozesse. X und Y werden als ununterscheidbar bezeichnet, wenn

P {w|X¢(w) = Ye(w) fiir alle ¢ € [0,00)} = 1.




Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

nsche Bewegung

Eine ein-dimenionale Brownsche Bewegung ist ein reell-wertiger
Prozess mit stetigen Pfaden, t — W;(w) (w € Q), fiir den gilt,
dass

Wo =0 P-fs.

L(W: — Ws|P)=N(0,t—s)fir0<s<t

W; — W5 ist unabhangig von W, — W, fir0 < r <u<s < t.

v
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

nsche Bewegung

Eine ein-dimenionale Brownsche Bewegung ist ein reell-wertiger
Prozess mit stetigen Pfaden, t — W;(w) (w € Q), fiir den gilt,
dass

Wo =0 P-f.s.

LWy — W|P)=N(0,t—5s)fir0<s<t

Wi — W5 ist unabhangig von W, — W, flir 0 <r <u <s < t./
Eine N-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein RV-wertiger
Prozess

W(t) = (WA(t),..., Wn(t))

dessen Komponenten W;, (i =1, ..., N) unabhingige
eindimensionale Brownsche Bewegungen sind.
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Brownsche Bewegung

Die Brownsche Filtration ist definiert durch

ytd:efg{ﬁtWUN:Neﬁ,P(N)zo}, t € [0,00).
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Beispiel: eindimensionale Brownsche Bewegung

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

0.5 0.6 0.7 [°X:}
Zeitt
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

stochastisches Integral

Zweidimensionale Brownsche Bewegung
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

ze zur Brownschen Bewegung

Die Brownsche Filtration {.#;},- ist links- und rechtsseitig stetig,
genauer gilt

Tt

Zer ¥ Fere und Zi= 7 o (U 9) :

e>0 s<t
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

ze zur Brownschen Bewegung

Die Brownsche Filtration {.#;},- ist links- und rechtsseitig stetig,
genauer gilt

Tt

Zer ¥ Fere und Zi= 7 o (U 9) :

e>0 s<t

Wenn alle Pfade des stochastischen Prozesses {(Xt, %)} c[0,00)
rechtsseitig stetig sind, dann ist der Prozess progressiv messbar.
Insbesondere ist eine Brownsche Bewegung progressiv messbar.
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Definition: gewohnlichen Bedingungen

Eine Filtration {¢;}, erfiillt die gew8hnlichen Bedingungen,

wenn sie rechtsseitig stetig ist und ¢, alle P-Nullmengen von .%
enthalt.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

ition: Martingal

Ein reell-wertiger Prozess {(X:, #¢)}.c[0,00) Mit
E(|1X]) < o0

fir alle t € [0oc0), wird bezeichnet als

O ein Super-Martingal, wenn fiir alle s, t € | mit s < t gilt,
dass
E(X¢|Zs) < X P-f.s.

Q ein Sub-Martingal, wenn fiir alle s, t € | mit s < t gilt, dass
E(X:|.%5) > Xs P-f.s.
@ ein Martingal, wenn fiir alle s, t € | mit s < t gilt, dass

E(X:|.7s) = Xs P-fs.
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

wichtige Satze: Martingal

Eine eindimensionale Brownsche Bewegung W; ist ein Martingal.

J
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

htige Satze: Martingal

Eine eindimensionale Brownsche Bewegung W; ist ein Martingal. |

Sei {(Xt,g)}te[opo) ein Martingal, wobei die Filtration {gt}te[opo)
die gewohnlichen Bedingungen erfiillt. Dann existiert eine
rechtsseitig stetige Modifikation {(Yt,G)},c[0,o0) von Xt so dass
{(Ye,9)}tepo,00) €in Martingal ist.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

inition: Stoppzeit

Eine Stoppzeit in Bezug auf die Filtration {ﬁt}te[o o0) st eine F
messbare Zufallsvariable

7:Q — [0, 0]

mit {w € Q: 7(w) < t} € F fir alle t € [0, 00).

Carsten Erdmann



Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

ition: Stoppzeit

Eine Stoppzeit in Bezug auf die Filtration {ﬁt}te[o o0) st eine F
messbare Zufallsvariable

7:Q — [0, 0]

mit {w € Q: 7(w) < t} € F fir alle t € [0, 00).

Sei {(Xt, Zt)},¢, ein stochastischer Prozess und 7 eine Stoppzeit.
Dann ist der dazugehdrige Stopp-Prozess definiert durch

Xopo () def | Xe(w) wenn t < 7(w),
ST Xrw)(w) wenn t > 7(w).
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Satz: Stoppzeiten

Sind 71 und 7> beides Stoppzeiten, dann sind auch

1A To 4f min {r, 2}, mVn 4ef max {m,m},

Stoppzeiten.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

initionen: o-Algebra eines Stopp-Prozesses

Sei 7 eine Stoppzeit beziiglich der Filtration {#:},.(g - Dann
wird die o-Algebra .%, der Ereignisse vor dem Stoppzeitpunkt 7
definiert durch

g\d_ef{AE CAN{T <t} € Ffirallet €[0,00)}.

Somit ist 7 %, -messbar.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

barkeit, Martingal

Sei 7 eine Stoppzeit beziiglich der Filtration {%}te[o,oo). Wenn der
stochastische Prozess {(X,%:)};c[0,o0) Progressiv messbar ist, so
gilt dies auch fiir den Stopp-Prozess {(Xt,\f,%)}te[oyoo). Es gilt
sogar, dass Xipnr &- und ¥;a,-messbar ist.
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

arkeit, Martingal

Sei 7 eine Stoppzeit beziiglich der Filtration {gt}te[o,oo)' Wenn der
stochastische Prozess {(X,%:)};c[0,o0) Progressiv messbar ist, so
gilt dies auch fiir den Stopp-Prozess {(Xt/\T’gt)}te[O,oo)' Es gilt
sogar, dass Xipnr &- und ¥;a,-messbar ist.

Sei {(Xt, Zt)}eejo,0) €N rechtsseitig stetiges Martingal.
Q Seien 11 und 7 Stoppzeiten mit 74 < 7». Dann gilt fiir alle
t € [0, 00)
E (Xenr, | Finr) = Xenr,  P-fs.

Q Sei 7 eine Stoppzeit und {(X¢, Zt)},c[0, o) €in rechtsseitig
stetiges Martingal. Dann ist der Stopp-Prozess
{(Xenr, Zt)}ep0,00) auch ein Martingal.
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Satz: Martingal

Sei {(Xt, Zt)}eejo,0) €N rechtsseitig stetiger Prozess. Dann ist X;

genau dann ein Martingal, wenn fiir alle beschrankten Stoppzeiten
7 gilt, dass

E (X;) = E(Xo)-
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Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

7. Martingal

Sei {(Xt, )} ejo ) €in stochastischer Prozess mit Xo = 0. Wenn
eine nichtfallende Folge {7}, .y von Stoppzeiten mit

P(Iim Tn:OO>:1

n—oo

so dass

{(X = Xipr,, 72) }

fiir alle n € N ein Martingal ist, dann ist X ein lokales Martingal.
Die Folge {7n},cy Wird als eingrenzende Folge beziiglich X
bezeichnet.

te[0,00)
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grundlegende Definitionen
Brownsche Bewegung
Martingal

Stopp-Prozesse

Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Doob’s Ungleichung

Sei {M¢},5¢ ein Martingal mit rechtsseitig stetigen Pfaden und
E (M?r) < oo fiir alle T > 0. Dann gilt fiir p > 1

P p
E(( sup |M g( P ) ‘B (ME).
0<t<T p—1
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Ansitze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Differenzierbarkeit: Brownsche Bewegung

P-fast alle Pfade der Brownschen Bewegung {W:},¢[g ) sind
nirgends differenzierbar. J
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stochastisches Integral

acher stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess {X:}.[ 1} ist einfach, wenn eine
Zerlegung 0 =tg < t; < ... < tpm, = T, my € N, und beschrankte
Zufallsvariablen ®; : Q@ — R mit ®;, .#;_,-messbar (i =0, ..., m;)
existieren, so dass X;(w) die folgende Darstellung besitzt

Xe(w) = X(t,w) = Po(w) - Lioy(t) + Z‘D Lit_y,(2)

fir alle w € Q.
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stochastisches Integral

aches stochastisches Integral

Fiir einen einfachen Prozess {X:}..|o 7] ist das stochastische
Integral /.(X) fiir t € (tk, tk+1] definiert durch

def def
(X)) = / XodW, = Z Oi(Wy — Wi ) + Opn(We — We).
0 1<i<k
Alternativ lasst sich dies fiir t € [0, T] auch schreiben als

& / XedWs ST 0 (Wine — Wi_ino)-

1<i<my
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stochastisches Integral

schaften von stochastischen Integralen

Sei X = {X:}c[o, 7] €in einfacher Prozess. Dann gilt
{1e(X)} o, 17 ist ein stetiges Martingal beziiglich {-F¢},c(o 7-

E ((OfthdW5>2) =K (£X3d5> fur t € [0, T]

o ((ome o)) <05 (0.

T t T
[ XedWs = [ XodW; + [ XodW fiir t < T.
0 0 t

t
[ XedW,
0

Sei Y ein weiterer einfacher Prozess und a, b € R. Dann gilt,
dass




Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

Da ®; .%; ,-messbar und W;, %;-messbar fiir ¢, < t ist, folgt die
F-Messbarkeit von I¢(X).
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

Da ®; .%; ,-messbar und W;, %;-messbar fiir ¢, < t ist, folgt die
F-Messbarkeit von I¢(X). J

Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit der Pfade einer Brownschen
Bewegung. J
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Seien t € (tk—1, tk],s € (ti—1, )] mit s < t. O.B.d.A. kdnnen wir
annehmen, dass k > /. Da®;,i=1,....,0 und W,, r <s
Fs-messbar sind, erhalten wir
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

Seien t € (tk—1, tk],s € (ti—1, )] mit s < t. O.B.d.A. kdnnen wir
annehmen, dass k > /. Da®;,i=1,....,0 und W,, r <s
Fs-messbar sind, erhalten wir

/-1
E(l(X)Fs) = B oWy —W,_,)
i=1
+¢/(th - Ws+ Ws — Wf/—l) +

k—1
+ Z ¢,'(th. - Wti_1) + O (We — Wtk—1)|ﬁ5
i=I+1
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

/-1
= Z‘bi(Wti - Wt,~71) + d),(Ws - Wt/_1) +
i=1
+E (&) (W, — Ws)|Fs) +

k—1
+E Z cl)i(VVt',- - Wt,-_1) + q)k(Wt - Wtk—1)|§5
i=1+1
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

1
= Z‘bi(Wti - Wt,~71) + d),(Ws - Wt/_1) +
1
+E (&) (W, — Ws)|Fs) +

/—
=

k—1
+E Z cl)i(VVt',- - Wt,-_1) + q)k(Wt - Wtk—1)|§5
i=l+1
= I(X)+A+B.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E (®i(W, — Wy_,)|.%) =
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E ((Di(WU - Wti71)|ys) = E (E (CD,-(WU - Wt/q)’ys) ’ytifl)
(Fubini)
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E (¢)I(Wu - Wt[71)|ys) = E (]E (¢/(Wu - Wtffl)’ys) ’ytifl)
(Fubini) E (E (CD,'(WU - Wt,;l)’ytifl) ‘gzs)
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E (¢)I(Wu - Wt[71)|ys) = E (]E (¢/(Wu - Wtffl)’ys) ’ytifl)
(Fubini) E (E (CD,'(WU - Wt,;l)’ytifl) ‘gzs)
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E (¢)I(Wu - Wt[71)|ys) = E (]E (¢/(Wu - Wtffl)’ys) ’ytifl)
(Fubini) E (E (CD,'(WU - Wt,;l)’ytifl) ‘gzs)

= E(® -E(W,— W, ,)|%)
(B2)
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

Fir i > /+1 und u > tj_1 gilt (man bemerke, dass dann t;_; > s)

E ((Di(WU - Wti71)|ys) = E (E (CD,-(WU - Wt/q)’ys) ’ytifl)

(Fubini) E (E (CD,'(WU - Wt,;l)’ytifl) ‘gzs)

= E(® -E(W,— W, ,)|%)

)
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 11

AuBerdem ist ®; Fs-messbar, W;, — Ws unabhdngig von %, und

hat Erwartungswert Null. Daher verschwinden die beiden Terme A
und B in obiger Gleichung. Dies impliziert E (/:(X)].Zs) = Is(X).

Der Fall s = 0 kann fast analog gezeigt werden.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12

Betrachten wir als Erstes den Fall i # j. O.B.d.A. nehmen wir an,
dass i > j, dann gilt

E (‘Did’j(Wt,- - Wtifl)(Wtj - ijfl))
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 12

Betrachten wir als Erstes den Fall i # j. O.B.d.A. nehmen wir an,
dass i > j, dann gilt

E (‘Did’j(Wt,- - Wtifl)(Wtj - ijfl))
= E (E (cblq)j(th - Wt,',l)(ij - Wtjfl)’ytifl))
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 12

Betrachten wir als Erstes den Fall i # j. O.B.d.A. nehmen wir an,
dass i > j, dann gilt
E (CD,'CDJ(Wt'. - Wtifl)(Wtj - Wtj—l))
= E (E (q)fq)j(Wt; - Wtifl)(Wtj B Wtjfl)’ytifl))
= E| & (W, — W, ) & -E(W, — W,_,|Z )

1

=0, wegen (B2)
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis: zu 12

Betrachten wir als Erstes den Fall i # j. O.B.d.A. nehmen wir an,
dass i > j, dann gilt
E (CD,'CDJ(Wt'. - Wtifl)(Wtj - Wtj—l))
= E (E (q)fq)j(Wt; - Wtifl)(Wtj B Wtjfl)’ytifl))
= E| & (W, — W, ) & -E(W, — W,_,|Z )

1

=0, wegen (B2)
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12

Im Falle i = gilt

E (q)I?(Wti - Wti—1)2) =
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12

Im Falle i = gilt

E (q)I?(Wti - Wf;_1)2) = E (d):z E (( Wt' - ti—1)2|yti—1))

i
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12

Im Falle i = gilt

E (q)I?(Wti - Wf;_1)2) = E (q)lz E (( Wti - Wti—1)2|yti—1))
= E (¢,2 . (t,' — 1.','_1))

aufgrund der Eigenschaften der Brownschen Bewegung.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 12

Demnach also

k

E(l(X)?)=E(> ®7-(t—ti1) | =E /tdes
0

i=1
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis: zu 13

Folgt unmittelbar aus (I11) und (12), sowie der Ungleichung von
Doob fiir p = 2.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Der Vektorraum L2[0, T]

L0, 7] = 12 ([0, TLQF AFthepn P)

= {{(thzt)}te[o,T] reell-wertiger stochastischer Prozess |

T
{Xt}tE[O,T] progressiv messbar ,[E (/0 det) < oo}
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Durch -
X2 e / X2dt
0

wird eine Norm auf L2[0, T] definiert.
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stochastisches Integral

Fiir einen einfachen Prozess X induziert die Abbildung X — [.(X)
eine Norm auf dem Raum der stochastischen Integrale durch

(e = ((/ de>2> “:2>E</0Tx3ds>:||xu%.
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stochastisches Integral

Fiir einen einfachen Prozess X induziert die Abbildung X — [.(X)
eine Norm auf dem Raum der stochastischen Integrale durch

(e = ((/ de>2> “:2>E</0Tx3ds>:||xu%.

Also ist die Abbildung /.(X) linear und normerhaltend und daher
eine Isometrie. Diese Isometrie wird auch als It-lsometrie
bezeichnet.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Approximation durch einfache Prozesse

Ein beliebiges X € L2[0, T] kann durch eine Folge von einfachen
Prozessen X(") approximiert werden. Es existiert also eine Folge
X(") von einfachen Prozessen mit

im s ([ (x - X)) <o
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei X € L?[0, T] stetig und beschrinkt.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei X € L2[0, T] stetig und beschrinkt. Setze

2"—1
X7 (@) E Xo(w) 1oy (6) + 3 Xig (@) 1
k=0

2n  on

kT (k+1)T} (t)
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei X € L2[0, T] stetig und beschrinkt. Setze

2"—1
X7 (@) E Xo(w) 1oy (6) + 3 Xig (@) 1
k=0

2n  on

kT (k+1)T} (t)

Dann gilt

i ([ (%~ x0) ) <o

aufgrund des Satzes ber dominierte Konvergenz.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei X € L2[0, T] beschrankt. Sei weiterhin

Ge(w) & /0 " X,(w)ds.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei X € L2[0, T] beschrankt. Sei weiterhin

Ge(w) & /0 " X,(w)ds.

Dann setze fiir m € N, m so groB, dass t — % > 0, den Prozess

of Gt(W) = G 1(w)

m

[o N

s (m)
t

1
m
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Sei X € L2[0, T] beschrankt. Sei weiterhin

Ge(w) & /0 " X,(w)ds.

Dann setze fiir m € N, m so groB, dass t — % > 0, den Prozess

[o N

m

o (m) def Gt(w) - Gt—i(w)
h = .

1
m

Dieser ist stetig, beschrankt und .%;-messbar.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung
impliziert dann
lim X{™(w) = X¢(w)

m—oo

fir (A ® P)-fast alle (t,w) € [0, T] x Q.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung
impliziert dann

lim X{™(w) = X¢(w)
fir (A ® P)-fast alle (t,w) € [0, T] x Q. Weiterhin fiihrt eine
Anwendung des Satzes der dominierten Konvergenz auf

E (/OT (X}"’) - xt)2 dt) m=),
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung
impliziert dann

X{M(w) = Xe(w)

lim
fir (A ® P)-fast alle (t,w) € [0, T] x Q. Weiterhin fiihrt eine
Anwendung des Satzes der dominierten Konvergenz auf

E (/OT (X}"’) - xt)2 dt) m=),

)d

Wegen (i) kénnen wir nun eine Teilfolge X ( ef X(mn) von

einfachen Prozessen wahlen, so dass

E (/OT (Xt(") - Xt)z dt> i}
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Sei nun X € L2[0, T] beliebig. Setze

def
w) = Xe(w) - 1{x,(w)<my (W)
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Sei nun X € L2[0, T] beliebig. Setze

S (m def
KIM(w) E X (@) - L) <m (@).

Dieser Prozess ist beschrankt und erfiillt

.
E </ ‘Xt("’) ~ X
0

aufgrund des Satzes iiber dominierte Konvergenz, da \)AQ('")\ < | Xt

2
dt) 0,
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Sei nun X € L2[0, T] beliebig. Setze

def

K@) = Xe(@) - Lx,epizm (@)

Dieser Prozess ist beschrankt und erfiillt

.
E(/‘%m—m
0

aufgrund des Satzes iiber dominierte Konvergenz, da \)AQ('")\ < | Xt

2
dO"ZEQ

Wegen (i) und (ii) existiert nun eine Diagonalfolge X (") 4 X (mn)

mit
.
E(/‘ﬂ”—&
0
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stochastisches Integral

z: stochastisches Integral

Es existiert eine eindeutige lineare Abbildung J von L2[0, T] in den
Raum der stetigen Martingale in [0, T] beziiglich {%:},.(o 7). Fiir
diese gilt, dass wenn {Xt}te[o,T] ein einfacher Prozess ist, dann ist

P (Je(X) = 1,(X) fiir alle t € [0, T]) = 1.

Weiterhin gilt, dass

E (J(X)?) =E (/OtX3d5> :
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Stochastisches Integral

Fiir X € L2[0, T] und J wie im obigen Satz setzt man

/ CX(s)dW(s) & 4(x)
0

und nennt dies das stochastische Integral oder das It Integral
von X beziiglich W.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Fiir X € L2]0, T] eine Folge von einfachen Prozessen
X(m) e 1[0, T] mit

im E </OT (Xs - Xs(’"))z ds> —0.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Fiir X € L2]0, T] eine Folge von einfachen Prozessen
X(m) e 1[0, T] mit

im E </OT (Xs - Xs(’"))z ds> —0.

Die Folge X(™) ist aber auch eine Cauchy-Folge beziiglich
- M 2p0,77-
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Aufgrund der Linearitdt von stochastischen Integralen (15) von
einfachen Prozessen und der It-Isometrie (12) gilt fiir t € [0, T]

E ((It <X(”)> - (x(m>))2> _
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Aufgrund der Linearitdt von stochastischen Integralen (15) von
einfachen Prozessen und der It-Isometrie (12) gilt fiir t € [0, T]

S (COREE)S I (ACERR)y
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Aufgrund der Linearitdt von stochastischen Integralen (15) von
einfachen Prozessen und der It-Isometrie (12) gilt fiir t € [0, T]

E ((,t (x) — (X(m>))2> E ((/t (tx(") - x<m>))2)
)
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Aufgrund der Linearitdt von stochastischen Integralen (15) von
einfachen Prozessen und der It-Isometrie (12) gilt fiir t € [0, T]

E ((,t (x) — (X(m>))2> E ((/t (tx(") - x<m>))2)
< (([ 60 xeys))

n.m—oo
— 0.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Daher ist die Folge /;(X{™) eine Cauchy Folge in L?(Q, %, P) mit
einem .Z;-messbaren, quadratintegrierbaren L?-Limes, den wir mit
I:(X) bezeichnen.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Daher ist die Folge /;(X{™) eine Cauchy Folge in L?(Q, %, P) mit
einem .Z;-messbaren, quadratintegrierbaren L?-Limes, den wir mit
I:(X) bezeichnen.

Da die quadratische Konvergenz sofort die stochastische
Konvergenz beziiglich P induziert, erhalten wir fiir jedes ¢ > 0.

dl

I, (X(’")> - lt(X)‘ > e) m- g
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Daher ist die Folge /;(X{™) eine Cauchy Folge in L?(Q, %, P) mit
einem .Z;-messbaren, quadratintegrierbaren L?-Limes, den wir mit
I:(X) bezeichnen.

Da die quadratische Konvergenz sofort die stochastische
Konvergenz beziiglich P induziert, erhalten wir fiir jedes ¢ > 0.

dl

Indem wir eine entsprechende Teilfolge X(™) wihlen, bekommen
wir P-fast iiberall sicher die Konvergenz zum Limes /;(X).

I, (X(’")> - lt(X)‘ > e) m- g
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Wir zeigen jetzt, dass der Prozess /(X) wie sein Limes, die
Martingal-Eigenschaft besitzt.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Wir zeigen jetzt, dass der Prozess /(X) wie sein Limes, die
Martingal-Eigenschaft besitzt.

Dazu sei t,s € [0, T],t > s. Da das stochastische Integral fiir
einfache Prozesse ein Martingal (11) ist, folgt dass

2 () 7) =1 (x)

fir alle m € N.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Wir zeigen jetzt, dass der Prozess /(X) wie sein Limes, die
Martingal-Eigenschaft besitzt.

Dazu sei t,s € [0, T],t > s. Da das stochastische Integral fiir
einfache Prozesse ein Martingal (11) ist, folgt dass

2 () 7) =1 (x)

Die Definition des bedingten Erwartungswertes fiihrt auf

/Alt (X("’)) sz/A/s (X(’")) dP

fur alle A € %5 und alle m € N.

fir alle m € N.



Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Wegen (i) folgt weiter

I (X('")> dP "= [ 1(X)dP
A A
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Wegen (i) folgt weiter

/A I (X(’”)> dp M=% [ k)P

und

/A I (x(m>) dp M=% [ ()P
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Wegen (i) folgt weiter

/A I (X(’”)> dp M=% [ k)P

und
/ I (x(m>) dP "= [ 1,(X)dP.
A A

Nehmen wir dies alles zusammen, so impliziert dies

/Alt(X) dP:/Als(X)dP

fur alle A € Z.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Wegen (i) folgt weiter

/A I (X(’”)> dp M=% [ k)P

/A I (x(m>) dp M=% /A Is(X)dP.

Nehmen wir dies alles zusammen, so impliziert dies

/Alt(X) dP:/ls(X)dP

A

und

fur alle A € Z.
Weil [5(X) .Z-messbar ist, erhalten wir die Martingal-Eigenschaft

E (I(X)|.Zs) = I(X) P-fs.



Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Nun konstruieren wir die Abbildung J mit Hilfe des L?-Limes
I:(X). Da die Filtration {#:},.|o 7 die gewdhnlichen Bedingungen
erfiillt und {/:(X)} 0,77 €in Martingal ist, kénnen wir [;(X) fiir
jedes t auf einer P-Nullmenge so setzen, dass wir einen rechtsseitig
stetigen Prozess {J;(X), Zt},c|o 77 erhalten, der ebenfalls ein
Martingal ist. Man bemerke noch, dass J:(X) quadratintegrierbar
ist.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Nun zeigen wir die Stetigkeit von J(X). Das soeben konstruierte
Martingal J(X) ist immernoch ein L2-Limes von der Folge
1:(X{™). Wenden wir nun Doob's Ungleichung fiir p = 2 an, so
erhalten wir

2

E sup
0<t<T

I, (X(m)) - Jt(X)‘

IN
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Nun zeigen wir die Stetigkeit von J(X). Das soeben konstruierte
Martingal J(X) ist immernoch ein L2-Limes von der Folge
1:(X{™). Wenden wir nun Doob's Ungleichung fiir p = 2 an, so
erhalten wir

2
J(EXLRET)

< 4.E ((/T (xtm) - JT(X)>2>
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Nun zeigen wir die Stetigkeit von J(X). Das soeben konstruierte
Martingal J(X) ist immernoch ein L2-Limes von der Folge
1:(X{™). Wenden wir nun Doob's Ungleichung fiir p = 2 an, so
erhalten wir

2
J(EXLRET)

< 4.E ((/T (x(m)) - JT(X)>2> m=% g,
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Deshalb existiert eine Teilfole X (") mit

E| sup
0<t<T

e (X)) = 1)) < 5
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Deshalb existiert eine Teilfole X (") mit

E| sup
0<t<T

e (X)) = 1)) < 5

Wenden wir nun die Ungleichung von Tschebyscheff an, dann
erhalten wir

Pl sup

e (X(’"k)) — Jt(X)‘ > 1 <KLE| sup |..]2] < 1
0<t<T k

0<t<T 2k
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Daher konvergiert nach dem Lemma von Borel-Cantelli die Folge
der stetigen Prozesse {lt(X(’"k))}te[0 71 P-f.s. gleichmaBig gegen
den rechtsseitig stetigen Prozess J(X) fiir k — oo.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Daher konvergiert nach dem Lemma von Borel-Cantelli die Folge
der stetigen Prozesse {lt(X(’"k))}te[0 71 P-f.s. gleichmaBig gegen
den rechtsseitig stetigen Prozess J(X) fiir k — oo.

Da wir gleichmaBige Konvergenz fiir fast alle w € 2 haben, hat der

Prozess J(X) stetige Pfade fiir fast alle w € Q. Daher kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass J(X) iiber stetige Pfade verfiigt.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Nun zeigen wir die Unabhangigkeit von J¢(X) von der
approximierenden Folge X(™) fiir X. Seien X(™) y(m) ¢ [2]0, T]
zwei approximierende Folgen fiir X € L2[0, T] mit

LX) 1 (y(m)) T2 (X)) € L2(Q, 7, P).
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Dann setze
Z(m) def XM m gerade,
Y™ m ungerade.
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Dann setze
Z(m) def XM m gerade,
Y™ m ungerade.

Offenbar ist limm—oo Z(™ = X und /t(Z(m)) konvergiert in
L2(Q, F, P) gegen It(X) und I/(X). Deshalb miissen /;(X) und
I{(X) fir alle t € [0, T] P-f.s. gleich sein. Weiterhin miissen sie
wegen (iv) P-f.s. mit J;(X) iibereinstimmen.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Weiterhin gilt
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Weiterhin gilt

n—oo

E (%(X)?) Y im E () (X(n)>2
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Weiterhin gilt

n—oo

B mE /t( s(n)>2ds
n—oo 0

E (%(X)?) Y im E () (X(n)>2
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

Beweis:

Weiterhin gilt

E(4(x)?) @ IimE(lt(X(”)>2)

n—oo

(12) . /t (m\ 2 >
= Iim E s ds
t
= IE(/ X3d5>.
0

Wobei die letzte Identitdt aus der Tatsache folgt, dass der Prozess
X der [2[0, T]-Limes von X(") ist.
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Ansdtze
einfaches stochastisches Integral

Konstruktion des Stochastischen Integral
Erweiterungen

stochastisches Integral

Beweis:

Die Linearitat von J folgt aus der Linearitit des stochastischen

Integrals (I5) und einer dhnlichen Grenzwertbetrachtung von
einfachen Prozessen wie in (vi).
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Die Eindeutigkeit der Abbildung J. Sei J' eine weitere lineare
Abbildung, die die selben geforderten Eigenschaften (i) bis (vii)
hat. Dann folgt wegen der Stetigkeit von linearen Abbildungen
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Ansdtze

einfaches stochastisches Integral
stochastisches Integral Konstruktion des Stochastischen Integral

Erweiterungen

Beweis:

Die Eindeutigkeit der Abbildung J. Sei J' eine weitere lineare
Abbildung, die die selben geforderten Eigenschaften (i) bis (vii)
hat. Dann folgt wegen der Stetigkeit von linearen Abbildungen

S(X)=1 (k'L”;oX(mk)) —
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P-f.s. fiir alle t € [0, T].
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Beweis:

Die Eindeutigkeit der Abbildung J. Sei J' eine weitere lineare
Abbildung, die die selben geforderten Eigenschaften (i) bis (vii)
hat. Dann folgt wegen der Stetigkeit von linearen Abbildungen

JUX) = J. (JL”SOXW)) = lim J. <x<mk))

k—o0

—  lim I, (XU"U) = J(X)

k—o00
P-f.s. fiir alle t € [0, T].

Da J¢(X) und J{(X) beides stetige Prozesse sind, sind sie somit
ununterscheidbar.
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dimensionales Stochastisches Integral

Seien {(W(t), %)}, mit W(t) = (Wi(t),..., Wn(t)) eine
m-dimensionale Brownsche Bewegung und {(W(t), #;)}, ein
R™M-wertiger progressiver messbarer Prozess, so dass fiir jede

Komponente X;; € L2[0, T] gilt. Dann ist das It-Integral beziiglich
W definiert durch

. S Jo Xaj(s)dW(s)
/ X(s)dW(s) & :

’ S0 Jy Xnj(s)dW(s)
fir t € [0, T].
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Der Vektorraum H?[0, T]

H[0,T] = HY([0, 7,2 F {Fi}icio, P)

= {(Xt; Zt)tepo,7) reell-wertige stochastische Prozesse|

T
{X¢}, progressiv messbar, / X2dt < ooP—f.s.}
0
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Problem

Dabei besteht nun das Problem, dass Prozesse X € H?[0, T] nicht
notwendigerweise eine endliche || - || besitzen miissen. Deshalb
kdnnen sie auch nicht durch einfache Prozesse angendhert werden.
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Jedoch kénnen wir einen Prozess X € H?[0, T] mit Hilfe von
entsprechenden Folgen von Stoppzeiten ndher festlegen. Seien 7,
(n € N) Stoppzeiten, die durch

t
To(w) & T A inf{O <t< T‘/ X2(w)ds > n}.
0

definiert sind.
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Jedoch kénnen wir einen Prozess X € H?[0, T] mit Hilfe von
entsprechenden Folgen von Stoppzeiten ndher festlegen. Seien 7,
(n € N) Stoppzeiten, die durch

t
To(w) & T A inf{O <t< T‘/ X2(w)ds > n}.
0

definiert sind.

Dann definieren wir die Folge X" von Stopp-Prozessen durch

def
X(w) E Xe(w) - L)z 1)-
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Der so erhaltene Prozess X(") (n € N) ist in L2[0, T]. Also kénnen
wir die Definition des stochastischen Integrals anwenden. Dann
definieren wir das stochastische Integral /(X) durch

1(X) < 1, (X(")) fiir 0 < t < 7.
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Weiterhin haben wir die Konsistenz-Eigenschaft

1:(X) = I, (X('")) fiir 0 <t < 7p(< 7m), m>n.
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Weiterhin haben wir die Konsistenz-Eigenschaft
1:(X) = I, (X('")) fiir 0 <t < 7p(< 7m), m>n.

Somit ist /;(X) fiir X € H?[0, T] wohldefiniert. Weiterhin gilt fiir
X € H?[0, T], dass

T =% 400 P-fs.
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noch Fragen? J
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